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CAPITULO I I 
CALCULO DIFERENCIAL 
2,li ÚoordsrtFdr-,s rectrnmX"res 
Cualquier punto de un pleno necssi-l?. ser ubicado ex?ctrmente en él, no sola-
nente pen' conocer específicamente su ubicpción, sino pare detonnintr su posición 
relativa con respecto a otros puntos del plrno. 
El plpno sobre ol curl se encucntrrn los- puntos puedo dividirse en 4 secto-^  
res mediente 2 linees pcrpendiculfros entre sí que se cortan en un punto O, de-
nominado origen del sistema. Curlquicr punto del plano puede ser ubicrdo en él 
si se conocen sus distsncic's P. cfdr uno do . estos ejes, ejes que reci.ben el nom-
bre do "o.jes de coordenrdps'.' 
L?. distrncic' de un punto P al ojo 'horizontí^ l se denccmina ordenada de P y 1? 
distfncir fl ejo vertical absclsr de P. 
Esto puede verse en la figure- siguiente: 





En esta figurr h?y h puntos: A., B, C, D, cuyrs coordenpdfs o diste.ncirs 
F los ejes son ; (-c,d); (~e,-f(g,-h), notándose, por lo t?nto, oue pe-
ra las A secciones en PUC hr- ouedrdo dividido el pl?'no se tiene los siguien-
tes signos p?rr las coordenrdrs de puntos situados en ellos: 
Curdrrnte 'Abecisr' Ordenada 
I + + 




De cstr msiiere los ejes -reci-ben los nombres de: 
- el eje hori7-ontol OX: eje de If s ?bscisrs . • , 
- el eje vertical OY; oje de Irs orden?drs 
; consider'ndo.se oue ést?,B coordcnrdc s son positiva s si se tonipn desdé el origen 
hrcia el sentido que indica In .flechr colocnda en uno de los extremos dé los 
ejes y negrtdvrs si se torn; n en sentido contrario. De estp menerh-V-los ejes 
.de coordenpdrs son "ejes dirigidos" en el sentido que indi.cr 1? flecha. 
2.2'. Funciones y gráficos. •• • 
Unr fórmulr,. y tnnbien une. ecürcióny estrblecen las relfcionee que existen 
entre, coiiibin-ciones de letrrs y números. ¿lgtors..de est/^ s; letrf-S- pued.eti 
' sentfr ,yél6res que no. cmbi-en, nunc?-^  pueden empicarse -pe.r.p c?ntidrdeis, .que no 
cpmbian durante un cierto probletup,'y .otrrs m's, pueden tener vflores que vrrífn 
dentro de mi cierto intervrlo. 
Por ejemplo, si If poblrción de-cierto país en 1940 er? 5.125.000 habitan- " 
tes y en 1950 de 6.040.000, si le poblí'cion en ese período de tiempo y pf-ra el 
futuro crece según un? ley géométricp, 1? poblrción en un inst?nte "t" cuflquie-
ra estaré dadí por 1P reífción . ' " --
= 5.125.uOO 
• "^i 
con origen en el año 1940. . . 
El ereciiriionto relativo do'esta, población'es 
• 1 ^  -1. T 60/^ Q00'6 " ' ' ' ' ' " ' ' •• • 
P df 10 •^ °^ '5125000 • ' • ' . . ' 
relrción en le que ap?recen, a la izquierda, 2 cantidades variables 
" , ' ' I 
P población en un insitrnte "t". cualquiera.. N '' 
• dP/dt velocidad de variación de P 
en tanto que los valores de la derecha quedan fijos. • De allí, que la cantidad 
es simpre la misma. " - . 
Esto nos lleva v las siguientes definiciones: 
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Intf-rvclo _c';c un?; v; rirble 
Frccuentomento Ir invetítigr cion .se limitr r. une, pr rte únicíinento do Ir 
oscf.lp. de los números. Se puedo restringir el cmpo rio 1' vfrirblo dü modo que 
no toEie Bino vrloros entro " y "b" pudiundo incluirse o no estos..yrjjirx)f5™c2c.tranc6 
como vrlores clcínzf.blcs por Ir vírirblo. Se xis;: el símbolo (r,b) prra indi-
cPr el intervflo de vrricción. 
(En inglés se u.sr el -CemD-no "rrnge" p?rr intervrlo de 1? pmpli.tud de vr-
riación de If vrrir.ble). 
Por ejemplo en Ir fómula Y = jV R^ auo se usr prrí' crlcuirr el voluraen 
de ung esfore, curlauierr que ser Ir esfera considerada, If c--ntidfd jles una 
constante numóric;- o absolute, aproxm-drmente igurl r, 3,1416; Irs c< ntid??des 
r y V son varir.blos, siendo el cmpo de vf-rirción do estos números todos las 
números positivos. 
Vcrirble 
y?: rigble es un símbolo que represente unr crntidrd que puede tom?r 
diferente-s Ve-lores'dentro de un intervalo drdo, 
Gonstrnte ' 
conste nte ¿s un símbolo oue represente vinf crntidrd que no c^ mbi'' pp--
rc> el problemr considerado, 
Puede suceder cue 1;: constante no sol^ m^ente permrne?cr fij' pfrf el pro-
blem' considerrdo sino que lo ser. p.-r? curlqitier tipo de problemr. En este 
Círso le", constrnte recibe el nombre de "constante r^ bsolutp" o"nuniéricr". Por 
ejemplo^ 5, e^  .... 
Lfs constantes rrbitrrrirs e pprrmetros son constrntes oue pueden -'dqui-
rir im nmero curlqiiierr- de vrlores nuiaéricos, pero el vrlor ouo tomrn par? 
un problems determinado permrnece invrrirble pfrr ese problemr-. Se l?s de-
signa corri'sntemente por Irs prLmerrs letrrs del rlf^beto: r, b, c, ... 
Ve riación continur. 
Se dice que un? vrrir-ble "x" vrrí? de modo continuo en un intervalo (r^b) 
curndo partiendo "x" del v; lor "p." vr torn-ndo todos los vrlores posibles h?ste 
llegcr e su vrlor meyor "b". 
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Gr'fico de unr- ecuación lincf.! 
So d i c e quG se hr t r r z p d o el g r p f i c o .{o l o c u s ) dc'-unr e c u r c x ó n - d e - d o s - y p r i a -
bles X e j, curtido se 'hr dibüjcdo'"lá figur? que describen'todos los • juegos de 
P:.de coorderiPdr.s (x,y)' que s ^ t i s f r c e n I r ' b c u r c i ó n que -liga .e. dos" v/'.rirbl.íis> 
: .Por'.ojottplo, Ir. ocur-ción entre. Irs verisblcs x e ^  " ' '' 
3x - 5y = 15 ^ .. / 
da origen a una linee recta Mén ^ deteimnídá, o.-se.?-, quo los .puntos de coordenf-
dps (x^y) que sftisf?cen esta relación ost?n sobre una_ linos recta, , ,, . .. 
En goncral, puode decirse -que ttd'v, ocupci'ón lineal entre l; s v/ riables x 
e '2, 'o se-a,' vóiá/' ecurcióh '"dol tipo , ' - .' • ' , . .,. , ., 
' . " '.Ax + By + G == Ó • • • ' •• • ' " 
a?, como gráfico un? línea rocts , ' ' 
Para el trabado de. una línea recta b?stfr? encontrar ciertos valores p?.r-
ticulí res (x,y) ouc satisfagan la ccu; ción, resultendo sor muy f/-.ciles,.<ie;'cal-
cular aquellos puntos en que la rocts cort".:.los -ejes de coo.rdéna.das.. 
De ese modo para encontrar la intersección con el 'eje Oí ba'stará; "'hacer 'y=0. 
en la ecuación , y para encontrar la intersección sobre el eje OY bastará ha^ 
•oer-x-'O,- y de allí calci^ l.ar el valor, correspondiente de 
Por ejemplo, para el gr'fico de la ecuación . • • . ; ' . 
• • -3 X - í y - -15 ; - • • . - ; 
determinamos Irs. intersecciones sobre'los ojos de coorden/'das. • . - • 
Para x=0 se tiene y=-3 
Para y=0 se tiene x= 5 - . • . • • . • • . • 
de modo que, la recta corta al eje OX a la distancia ¿' desdé' el origerí'y al-bje 
OY a la distancia -3. Esta situación se indica' en' ¿1 gráfico siguiente: - : 
-3 
5 • 
V. -> X 
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Uní' ecuación de une curvr en un plr.no xy es unr ecurción en x e cuyo 
gráfico es Ir curvr drdf i Sj. dos ccuz-oionos tit.nen el misno grrfico, en gene-
ral les ocupciones difieran solpmtnte on Cci-: cterístic?s no esenciMes desde 
nuestro punto de vistei Por lo tanto¿ un? tíurvr pUede estrr drdr. en un-número 
infinito de relpciones diferentesj nos reforeriremos ? un? cü?loiücr?. de todrs 
ellrs coino' .ecuación do 1? curvr. 
Por ejemplo 1?. ecuación 3x - 5y = 15 es Ir ecuación de 1? lino? rect? ÍS. 
tf^bién es el gr^ f^ico de la ecuación 6x - lOy = 30, ye. rue les ecu?ciones an 
teriores tienen las misra?s soluciones. De ese mrmíra, 6x ~ lOy = 30 es trmbién 
una .ecu-frión , p?ra AB, 
En la relación 
1 ^ ^ 1 60¿t.0000 
P dt 10 5125000 
podemos ver cue si P tomr un v: lor determin; do, el v.'lor de dp/dt quedp ruto-
mátiCcimente determinrdo con Is cifrrs deciraflos que se desee. siturción se 
describe a?tem'ticcinente medirnte Ir proposici6n"dP/dt es ijnr función de PV 
Definición 
Unr V'rirblc es función de otr?-, si por lo menos uno de los vrlores de la 
primera quedp deterrainfdo c d> vez que se rsigne un vrlor e Ir segunda. 
Lr vrriable a Ir que se rsignrji diferentes vrlores recibe el nombre de "vs-
ri?ble independiente" (puede denominrrse rr^ umentc.) y Ir otrr el de vrrlrble 
dependiente. 
Es frecuente OUOÍ 1/S funciones se escriban sin mostrrr explícitrmente le 
vrriable dependiente. Por ejemplo, la expresión (x^' ~ 2x - 2) es una variable 
y?, que su vplor crmbia cuando cmbie. x ,, Adémrs, su vrlor estí deterrainrdo pr-
ra crdf número definido que se rsigne a x. Por lo trnto, es lonr función de x. 
L? proposición "función de x" se representa corrientemente por el símbolo f(x) 
y cue se lee f de x. L? letrr encerrrdf en el paréntesis es la vrrirble in-
dependiente de Ir función. Así en el crso recién sefírlrdo: 
y = f(x) = x^ - 2x - 2 
teniéndose, entonces trmbién: 
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f(z) - 2 ' 
.f(3) - - ?(3) 7 ' V ' • • • • • ^ • • . . • - . 
; • • • •• Y ; ; 
Si en el mismo ejemplo se ticno otr?. función tr-l comoO - I)" se le' designe' 
por otra,función como por .ejeraplo g(>;) o cu.pl.oiú.er .otr? letr? diferente-de f." Pue-
de-usprse 1?. Jiiismf letr? "f" y recurrir ?1 uso de subxndi'cés, como ser: • 
f^(x) = - '2x'- 2; f^ - 3 1"' • • • ^^  . • • 
Este procedimiento tiene le- VGnt?jc7 do indioí^ rnoe con cüpntps funciones 
diferentes estpmos tr?,b; j^ndo, muchí.- más fr.cílinente' que c.l primer procedimento. 
E.jemplo l'-
Si f (X ) = X(X-1)(X+6)(X-1/2){X+5A) . ;.. : ^ .. . ." . 
encontrrr el valor de f(0).; f(l)j f(~6); f(l/2); f(-5/4)' ' ' ' 
Solución; , ^ 
G?dp uno de estos valores enulcn algún frctor del producto de esos 5 f?c-
.tores. Por lo- tente, prr&.loa volores .señalrdos le función tomr- el valor 5, 
E.iemplo ' . . . , • • • . . •. 
m , - 1 • , • .. . , ... , , , , , _ ^ 
Si fíra^ ) = —üjrY" J deiaostr?r oue ._. . •.• . 
• f (ra^ ) f Cffig^'. ~ -
1 ~ 1 + ni^ m^  
Solución: •' . 
Díde. lí-: condición tenemos que. 
- I m^ - 1 
f (m^  ) - f (m^) = - = 
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(m - iXm, - 1) (Ml + l)(7iig f -1) + (m^ - DQn.^- l) 
1 + f(in^ ) f(mp = 1 + + 1) - 1) 
j) por lo tentó 
f(rn^ ) - f (ra^ ) - la.,) Ki^  ~ m^ 
1 + f(m ) f(nu) " 2(1 + m^ Ki^ ) " 1+ ra^ n ^  
E.iemplo ^  
1-x Si f (x) = log , doiüostr.'-r que 
Solución; 
Se tiene que 
f cx) + f (y) = log log -[rí-fiirTf]-
1 - ^ ^^  >: + y N i 1+xy , „ 1 + - (x+y) _ . (l-.x} 
1+xy 
con lo cuf'l quedr,-Ciemostrrdf If. relfción. 
Fimcionfcs de 2 o mts v.-ri?.blos 
En Geometrír se conoce el tecraiu" según el cu;'l el ¿"'re?: S de un triangulo 
es igUc'l r-l semiproducto de 1,-. b? se "b" por Ir clturr- "h". Un ejemplo de este 
t i p o puede i l u s t r f r le. s i g u i e n t e d e f i n i c i ó n . 
D e f i n i c i ó n 
Si un; vf-rip.ble 'V estf relf cionf.d? con otrí s x, y y z, ... de trl modo cue 
c?l asigne r vflores definidos r x, y, z,... se obtiene por lo menos un vílor de 
'•V.'"; se dice entonces que "v-r" es función de If s vprir.bles x, y ^ '/.... 
- . ^ 
Estf:. relccion s.e, exprese, simbólicrmente por Kvedio de . , 
•w - f Cx,y,z,... ) 
E.jemplo 1 
LP fvjición 
puede representar el niiaero de raftrimonios que tienen z hijos, siendo x 1? eded- ; 




puede representar el número de mrtrimonios que'tienen "z" hijos o ra's y donde 
1p cónyuge tiene x pños. . 
?..3. Representación pjrrfica de funciones 
• . 
B1 modo se¿í,ún el cucl imr función v?ría. de rcuerdo con los cmbiós de la 
v.?rir"ble independiente^ üs \in teüne. ijnpprténte no solc-morite en el Algebra, sino ^ 
en el C'lnulo InfiniteBimr.].. Et;to aomportr-miento pued.e estudirrse.por medio 
do le representrción gráfica de los valores correspondientes de 1& función "y" 
y de le-, vrrif.ble'independiente "x" 'p?ra el cpso en .que se tretera de \ma función 
de 2 variables. • " ' ' . ' 
• " • I 
Le representación gr'ficG de Ir.s funcionev"? se puede efectupr por Ttiedio 
del sj.steine de ubicf oion de puntos y? indicado nteriomente. Sste sistema 
de representación de puntos en el plrno fue idcf^ do por Rene Descrrtes (1596-
1650) y expuesto por prin-erf vez en su libro titulado "La' Geometríe". gué fué 
pubiicedo en 16.37. -De f.llí .que este , sisteme de repi^ esent?ción se le denomine ® 
en su honor, sisteme c-? rtesiyno. • • 
Tenida If función que relr.cione • If s VÍ riebles' en consideración, o sea la 
ecuación de la'forma, • . , • . . 
bcstará determinar un juego suficiente do yslores '(x,y) que satisfagan esta 
ecuación dándose para ello valores de "x" convenientemente espaciados para % 
» s 
^ Q -
evitrr pcvrd.tr ider sobre 1-: v'ricCion continui dc Ir función* 
Este jutgo do vflores pueda prcBcrAprse como en unf tabl? estrdisticr- de 
dos columnrs en If forinr- siguiente: 
X f(x) 
- 3 27 
- 2 18 







trblf; que .correspondo f. la función 
f (x) = x^- - ipc + 6 
Est?- serie do puntos so unen por une liner continur, obteniéndose de estr 
Hirncrr el gr'.fico de Ir función f (x) 
X 
Obvirmente cue ( ste trt ív'do no ser?' suficiente p?rf- conocer el comport?-
rjiiento de Ir función en todo su crnpo de vprifción: yp que dc eate último 
teme se preocupe, precisamente el Cálculo Diferencial, 
De Ifs relfciones del tipo 
y = f(x) 
interesc-n esencirlmente fcuollrs cue se denomn^n "f unciones rl^ebrf i ees", ya 
que en ellfs If víric.ble "x" .rprroce solrmente en form? potencirl. De esta 
fomr. potencie 1, 1; forme 
f(x) = £ + bx + cx^ 
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oa de rauchc' importencie, tanto por su sencillez como porque sirve prra describir 
Vectaciones que ílcfnzrn un vrlor mfjdmo o un vrlor mínimo. Este asunto se verá 
con mryor detf.lle ais .'delante. La curv£ se'denorain? "pr.r?bol?i ds 2c. g:rgdo". 
El gráfico de 1í función se híce tal corno-sé indicó interiormente, en cuyo 
crso s-:. dibujó un? prr'bol? de ?o. grrdo out; prs; por un vrlor mínimo. 
- Funciones no definid.-H por fórmulrs 
. n 1's mrtemrticís m's element;les se encuentran y dibuj?n funciones oue 
no estf'n definidr.s por formule s. El crso típico lo constituye un? función de 
Ir. que se dispone inform?ción present? df brjo Ir fownr de un-i trbl?. de 2 co-
lumnrs, un.- p; r.r v.-rirble "x"y otrr p-'rr Ir v; rirble "y" (series estrdís-
ticrs, por c- jemplo). 
Pfirr represcntrr trios funcionas se tomrn los vrlores "x" como rbscisrs 
y los vrlores "y" como ordenrdrs y crd? líner de Ir trblr dr origen r un punto 
en el plrno. Lr unión de estos pimtos por unr curvr surve o por .unr line;:' de 
segacntbs so' h-'co uniendo los puntos consecutivos., en.orden do Ir .magnitud 
creciente de Irs rbscisrs. Lr decisión rcerc? de si lonir los puntos por unr 
curv? sufve o dibujrr solrmcnte un? poligonrl, depende del uso oue se le dé 
rl grrfico. 
S.1va:ip3.o 1 •, - ' 
Vrrirción del nfenero de divorcios (en o/oo por.''me trimonios) en los EE.UU. 
desde 1890 1%9. se^ún 1.^  siguiente trblr t ! 
Año 1890 1900 1910 1920 1940 1949 





2.4t Inclinación de un? lino? rectr 
Si so ti one -en el plfno xOy- un? lino? recti oiit. no sor., verticfl, le pen-
diente o inc,linr.ci6n de 1; lineo es p.or definición 1p rrzón de crrabio díi If or-
den; df. con respecto r 1~ rbscis.?,. 
De cuerdo rl gr.''ficü 
Si AB ec un." líncr. .roct?.quo pf sr por les puntos y^); BÍXg, JTg) tiene unp 
inclinrcián "n" igurl r 
r.i - tge = r BC Jo ~ y-í n ^r -rt..,, -2 ~ ^ 
indicrndo el signo de "m" si el fngulo 6 es mryor o aonor que 90 . 
; í 
X 9 
K.i emolo 1 
Detenainrr Ir lnclinrci.Sn do 1: liner rectr oue p'sr por los plintos (A,$); 
--/í- • 
(10,8) 
S o l u c i ó n ; 
Lr trngentú del rngulo de inclinrción es igurl a 
n - tge - 3/6 = 0,50 
O = 2.6° 34' • 
E.icjnplo 2 
Deteiirdn,'r 1-- inclinrción de Ir liner rectr definida por 1? ecu? ción 
- 5y + 6 = 
Solución: 
o ser quo 
Lr ecurcicn de Ir liner puede escribirse rsí 
5y - 3x + 6 
y - 3/5x + 6/5 
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el coeficiente de (x) nos di; el vr.lor de m buscado. . • _ -
De csr mrnorí: tenemos 
m = tg 9 = 3/5 = 0,60 
9 - 30^ 58' 
Prr? el crso de determineción d© lnclinfícionea---on;;;fuftcion6s-~F•(X)...Q ..cle_.i»f.s 
varir.bles se hrce necesrrio introducir otrr s iderñ,- I's cue nos llevrn al terna 
específico del Ci'lci.ao Diferencial. ' ' ' " ' 
2.5. Tcoríp de los líiaitos . • ' 
Este seré., el primer, tm" propi?mente del C/lculo D i f e r e n c i a l cue considr.--
rpremos. 
•e 
- Definición da límite 
" Si un,' vrricble "v" tomr.' sucesivrracnte un? serie de v'lores que le v?n 
acercrndo tups y m's f un cierto vrlor constante bien-definido "1", de modo que 
l£ diferencir rbaolutr entre "v" y "1" se puede hc-cer tr-n peoueñr como ser posi- ^^ 
ble, sé dice oue "v"tionde hrcir el límite "1" o cue convorRo hrcia el límite 
"1", lo que se escribe simbó lie'mente ^^  
l i m V 1 o V 1 
En G-eonetrÍpf por ejemplo, so presentan Cc.sos de estr nrturF.lez.f:, entro 
los curies podemos citrr: . , . 
e.) Cu^ n^dü el niímcro de L^  dos de un polígono regulrr inscrito en un circul.o 
dpdn ruinentr indefinidmente, ol líüiite del ?rea del- polígono es el 
r.ror. del círculo. En este c?so, l?.Vcri-ble es siempre inferior a 
su límite. , — — — — — g 
b ) De I r mism?' m r n o r r , e l l í m i t e d e l ' r e r de un p o l í g o n o regulrr"circuns-
crito es t.-mbién e l ' r e r d e l c i r c u l o , ,pero a o i d - l a v ^ r i e b l . ; es siempre 
mg.yor aue e l l Í7 .d. te . 
T5n Álgobrp el ceso de 1; sum? de términos de unr serie geométrica'es otro., 




En todos estos ejeniplos le. vrriFbls no rdc^ ngr nunc? su limite, Pero osts 
siturción no es sieacrelsrí, ptiosto que de fcucrdo a le definición de límite 
de une, vr.rigble, es claro que el principio esencial de estr definición es 5im~ 
plemente cue el v?lor nxiniérico (o absoluto) do 1& diferencia entre la vrriable 
y su limite llegue y quede finelm.ente por debe jo de un m'xaero nositivo cuclouie-
ra cue elijamos, tí^ n peoueño como sea posible* 
-Infinltpmcnte pequeño 
Es une V7rÍFble "v" cuyo límite es cerOj es decir si se tiene oue 
liin V - O 6 V O 
se dice que "v" osvriJjifinitsmentc peoueño, esto equivrlc e decir cue los valores 
numéricos sucesivos de "v" llegan ; ser y ouedrr finelmente por debí jo de todo 
número positivo, tr,n peoueño corao se? posible. Se dice oue tíil vrriable lleg?. 
a ser infinite mente pecuc.ñf- o que dos.- pv rece f inelmente. 
Si lim V = 1, entonces, le. Cc';ntid.:.:d (v~l) es un infinitímente peoueño. 
Recíprocamente, si le diferencia entre un? variable y una cunatante es un 
infinitamente pequeño, la variable tiende hacia ess constante como .límite» 
Puede suceder lo contrario, es decir, oue la variable "v" se mueva de ma.~ 
ñera que al final ouede por encima de todo número positivo elegido, ten grande 
corao sea posible, se dice que "v crece sin límite" y se escribe 
lim V " + CO ó V + O) 
Si le. variable "v"^' llega a ser y queda.r finalmente slgebroicamente inferior 
a todo número negativo elegido, se dice oue v decfece sin límite, y se escribe 
lim V ~ ~ n ó V —»•> ~tr> 
l-l infinito («) no es ningún número, üs un concepto que sirve unicajnente 
para caracterizar un modo particular de variación de una varis.ble en virtud de 





^ Límite de une, funcién 
Si f(x) -es, une función .de .un? variable"x" y si Is variable "x" tiende a 
un cierto límite "a" y. para- ese valor, el valor de la fuiición 'f(x) ey A, se' 
dice :cntonces oue el lÍHiite ds f(x) cusndo x ti end v. a de una mener;^  cual-
quier e. es Á, En símbolos tenemos: 
llm f(x) = A 
X — > a .:. ,.,.,• 
'J-V 
- Fivocion.es 'C'-'ntinuss y rlis(v;-.ntimv.-s .. ^ 
Se dice que une función f(x) os contániia p¿r'a-x a, si . el límite-de la . 
función cu&ndo x en cualquiera forr.a, es un velo'r bien fijo y determinado 
f(e).' ' • • ' • ' • • • : 
La función f(x) es discontinuapTJin x a si ese velor límite no ^ existe. 
Por ejemplo, puede tenerse oue • ' , • •• . 
_ .. , ' lim f (x) = CO 
' X •—5> A • ' • • . ; • 
en eso caso If función es. discontinua para x =.. a. 
Si en un intervalo (f.,b) If función f(x) tome velores bien detenuinados, 
pare cualquier vtlor de x comprendido en ese intervalo, se dice entonces que 
la función .f(x).es continua en ese intervalo . 
- Teor-at.^'S fundamentales -sobre líiiites •. ' •.'..:. ; • . . ^ . 
El ua'i'í de ciertos teoremas-.sobre límites simpli fie?, .brotante 1? determina-
ción del láonite de un:, función. 'Estos teoremas son los siguientes: 
Teorema.- 1 
El límite de la suma algebraica de un niíniero finito de variables es igual 
a la suma algabraica de los límites de 1Í S diferentes variables. 
Teormea 2 
El límite del -roducto de un núniero finito de variables es igual al '•iroducto 





Teorema 3 . ' • 
El límite del cuociente de 2 variables es igual al cuociente de los límites 
de las variables sepai-^ dés;, con tal que el denominador no sea nulo, 
Sstos teoremas ee ue~iuestren fácilmente si se rccurre a Ifs siguientes pro-
piedades de los infinitcfflente pecueñor;: 
a) la suina de iní'initímente peoueños es igu?-lraente un infinitamente pequeño 
b) el producto de uns conctí'nte "c" por un infinitciíiente pequeño es un in-
finitf'iri;;ntc .peoueño-. ' 
c) ol producto de infinitamente pequeños es un infinite mente pequeño, 
d) si "v" es una vírlable que tiende a "1" como Lúriite, (l ^  0), el cuo-
ciente de un infinitamente pequeño y "v" es tajnbién un infinitamente 
pequeño, 
El núiTiero "e":- Este es uxvo di, los números de,mayor uso en el Análisis in 
finitesiinal. Por definición, el niÍKlero "e" es el llmte al cual tiende la fun_ 
cián ' 
Cl+xf • 
cuando, x — > O 
La deterrránación de este valor se puede hacer en base del teorema del lii-
nomio. Para ello se desarrolla ese binoniio, obteniéndose 
1 . • , 
Cl.xf = - -l)(i -2) (i -3)f7 -
_ T ^  l - ^ (1-:k) (1~2x) , (1-x) 0.~2x) (l-Jx) 
" ^ 11 21 31 4Í 
expresión que pasa de el límite cuando x — > O nos d¿ 
+ 
• 1 
1 ' f- : T , 1 , 1 , 1 J i - L 1 
= ^  n 21 VsT 47 51 + 03 
Podemos calculer un valor aproximado de "e" usando los 11 primeros 
términos 
1+1-K), 16666667+0,0a66667H<),00833333^ ,^00138889H<),00019fí41^ <Jí000024a0 
+0,0000027640,00000026 - 2.71^28181 , 
v£l.or exacto hasta la 7'" cifra decimal. 
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El valor "e" con 1¿ cifras decim&les es el si^miente 
2.71828 18284 59045 
2,6.~ Dfirivyci6n: . . , 
Vernos á estudiar. ?hora' el cambio que experinienta un^ función f(x) 
_.para cambios que e:xperii,nent& If: veri able, "x", Lr?.s ví-ri&oiones oue inte 
resarán serSn C.quellas que se refieran E cambios infinitamente pequeños 
dn I: variable (AX como los designareriios) y su relación con el cpmbio. in 
finitímente pequeño (Ay) cue se espei^ a se produzca en le. fianción, 
Entendereiaos que "InG.remento" de unr- víTÍable" es'1.'- diferencia en-
tre los valores numéricos de una variable que pesa" do un v.'lor c otro. 
De esta manera el incremento puede sor negativo si'el valor final 'de la' 
variable es menor que el'cnterior. • ' ' 
Usciremos 1?.' letra A péra indicar incremento,' pese e. que este sím-
bolo también ss use mrs adelante ón los problem?s sobre"Diferehcias Fini-
ta s". Pero en el caso que nos preocupa, éstos serán rele.tivímente per> 
•queños y en el líbrate' los haremos 0. 
Si X sufre iin inci-emento to, pasará del vslor x al v.-;lor 
lo auo contribuirá a que la función f(x) sufra un incremsnto Af(x). De 
esta manera tenemos • 
áf(x)^= f(x + Ax) - f(x) 
Por ejemplo consideremos la función 
T:- • •  •• --y ' • • • •• . . 
si le: variable "x" sufre un incremento ¿x, la variable dependiente "jr" 
experimentará un incremento Ay,,. teniéndose . • 
i - . .. 
y + Ay = (.X + Ax)^ = x ^ + 3x^.(Ax) + 3x.(.Ax)^  + (Ax)^ 
que nos permite exj^ resar el incremento Ay en función del incremento Ax: 
Ay = + 3X(AX)^ + (A>:)^  . 
Ya que el incremento (Ay) depende de la magnitud del incremento 
sufrido por x, y dado que en generel interesrrá conocer ía variación de 
la función para incrementos infinitamente pequeños de la variable "x", " 
es que se exx^ resa el incremento A'y ón relación el incránento de la va-






Esta relación nos indica quo 1? razón iy/Ax est' representada por 
una parébole. de greáo. 
listos nos lleva a Ir definición de dcrivs.dí'. de la función de una 
variable, 
"Le d ^rivad^ i da ung- fimción ee el Ifoite, cu^ jido existe, de ra-
zón del increjiionto de función al incrcgnonto de la variable independien 
te cUcnd.o este illtii.ao iner6m¿nt/0 tiende a. cero", 
En símbolos se tiene 
ÚZ- f(x + ¿cí) ~ f(x) 
dx"Ax-í>0 'áx hx—>0 .Ax 
Cuírndo el límite de esta razón existe, se dice que If-- función es 
derive-ble, o que tiene derivada 
Le. búsGuedñ de la derivada de una función so llama "derivación"^^^ 
. Esta detemiinación puode hacerse incrementrndo Ir vf.ripble "x" en. 
to y retímplñzendo en la función f(x) este nuevo vrlor, ].lí,.g.'ndcse en-
tonces al vt'lor f(x + Ax), Un;: vez que .se hf obtenido el v?lor fC x + üx) 
se rosta del valor inicial f (x) y estr diferencia se di^ 'ide por el in-
creinento Ax,- 3e buscí^  el limite de la rpsón obtenida lo que constituye 
el valor de la d orivada de la función 
E.lamplo 1 
Determinrr Ir derivrda de la función 
y (a,+ bx)/x=^  
Solución 
La función puede escribirse 
, y. = _ _ + ^  -i- bx 
X ^ 
de este modo se tendrá 
y + Ay a(x + Ax)"*^  + b(x + 
y desarrollando esos binomios do exponentos negativos 
y + Ay X' X 21 X^-* + X - X 21 ^x^ 
(é) El termino usado en inglés es "differentialin" 
- l e -
lo que nos de. ppra el incremento (áy) 4 
X 
siendo Ü un;^  fiinciSíi d& x y ^ 
que luego ác dividir por el incre^ riento Ax, IF, razón 
+ G Ax 
que cupndo los incrementos (£\y) y (Ax) tienden a O, 
líni. ^ 
Ax — A x • • • 
2a 
X 2 
1? derivr.d.K de If:' función, • . . 
Ejemplo 2 
' Determiner Ib derivcds de la función 
y = X^-1 + X 
Solución 
'Tenesios cue 





lo que se puede escribir luego do desarrollej? los binomios 
2+x y+Ay = y 
con lo cual 
l^oAX 
X ^X LÍX j 
Ay - Ax + (AX)^ + / (AX)^ + . . ; 
Cl+x)-
que lleva a la siguiente relación pfra la razón Ay/Ax 
que al'pasar, él lífaite nos di 
dx-, • (l-+xr ' • y e 
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En estos ejemplos se hr. ±nálce.áo cono cclcul-: r el valor de Ip deriv.-.da de 
una funcián si se aplics. 1í- dofinicion de ese t'rmino. En los problcin?s de 
prí.cticr, sin csnbergo, este ir/todo serír dcrri;-si?do Irrgo y tal vez conduciría 
expresiones deni' sir.do difíciles de ra'~nejari 
Por ostf. rr.zón los procesofj de derivrción se frcilitan ncdi^nte el uso 
de las derivadas de ciertr'-S formas Vi'sicrs P'lr que se reducen siempre expresio 
nes más complic&dírs. 
La indicación del proceso de noriví-ción puede indic?,rse por vrrios sírabo-r 
los, siendo los m's usf-dos los siguientes: 
•cx) Si lr>. funci6n os "7" 1" deriv'-'da se indic?. por la expresión 
dx 
b) Si 1.? función v^e - scribo en 1? fonna f(x), la. derivada se escribe así 
f'(x) 
indicando la prima que sej trat-:.-'. de 1?. primera derivad?- de le. función, 
c) Se puede usar el operador de derivación, o sea el operador D que 
corresponde siribólicfTaente p, If- parte 
dx 
Así por ejemplo Is derivc.dí', de la ejg.iresión 
a + bx + c x^ 
puede indic' rse soncillaricnte por 
D(£.. + bx + cx^) 
Dcrivf-dciS de Ir.s forr.irs oloTn.entF.les 
Indi erremos 20 fórmulas básicAs prrr. 1& dierivrción, danostrs-ndo .-.'1-
gun? s de ellrs y dejrndo otr?s para el lector, 
Fórmulr 1 
"La dcrivcda, de vtnf. ccnstrnto "c" es i^ -url cero". 
En símbolos 
Fómaulr. 2 
"Ln derivy.df' de Ir. vrriable independiente con r ospecto Ir mismr. es 
i gurí r. Ir unidr.d". 
En símbo]^ ^ 




"La derivada de 1 UJTL? hebraica de funciones de la variable "x." es 
Lg:ual g. la suma alj^ is-braica de las derivadas de cfdg, une, de las funciones" 
En símbolos 
d(u -t V - w) ^  ¿u ^ ^ 
dx dx • dx ~ dx ' ' • . ; 
j ^ 
Demostracidn , . • ' ' 
Sea 'z" la función "suma algebraica de funciones de x". Dando un incre 
mentó a x del orden de ¿jc, las funciones u, Vj w se incrementaran en Au,¿v 
• .¿iví con lo cual se tendrá. 
z + áz = (u 4 Au) + (v + Av) - (w + Aw) 
lo cfue nos da para el incremento, áz el vaJ-pr j'2 = AU- + év Aw 
que dividido por A.x nos lleva a . .. . • 
Az Au Av Avr 
- I -Ax Ax Ax áx 
que al pasar al límite' (propiedad de los líniites) nos da 
s. 
== ^^ .+ ^  - áií 
dx" dx 'dx • dx . , 
Formula • • .•'•• 
•'La derivada de c veces una función "v" es igual a c veces la deriva-
da de la función. 
En símbolos •... ' . • . 
dv 
dx 
• - dx • • 'dx 
Cfí' 
a» 
Formula 5 • 
La derivada del producto de ^  "2"Variables "u*" y-"v'' funciones dé una n 
variable "x" es igual a la sma de los productos de cada variable por le, deri 
vada de la v^ tra". 
En símbolos 





Sea y =-- uv 
el incremento de "j" debido a IDT. incremento de x ser? igual a 
y -f Ay = (u + Au) (v + áv) 
áy = uáv + v£u + Auñv 
y dividiendo por el incremento (áx) se tiene 
. u ^ ^ ^  Aü + fu . . 
ñx ñ x AX á x ¿OC 
y luego de pasar al lÓJíiite 
se tendrá ^ , d'v , „ du 
= U r — + V T " ' 
dx dx , dx 
con lo que r.'ueda demostrada la fórmula, 
Fórmula 6 
"Le derivada de la enésima potencia de un? variable "v" que es función 
de une. variable "x" es igual a. "n" veces el producto de potencie (n-l) de la 
variable por 1í derivad? de esa vari; ble con respecto e. x", 
F.n símbolos d_/ n\ n-l dy dx^^ ; - nv ^^ 
Damostrr.ción 
3ea y = v^ ,^ entonces al dar mi incremento (áx) a 1" variable "x" se tendré 
y + Ay.= (v + Av)^ 
expresión en le cue se puede desarrollar el binomio de ¿cuerdo la fórmula de 
Newton 
n n-l . . r^n-l) n-2 z^ , y + A y ~ v + n v A v + —V;—^ v (Av) + 
oue puede llevarse a la forma 
Ax ' 'Ax' ' 21 " 'Ax/ 
para pasar luego al limite haciendo tender A^;. y Av a O, se obtiene 
ál _ n dv Ax—;> O Ax dx 
lo que demuestra la fónaula. 
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Fórmula 7 
"Lp/úerivada .de enésima potencia de la variable independiante respec 
to ella misma es igual a n veces,la,potencia .(n - 1) de esa variable" 
En síjnbolos • • 
dx 
Fénnula 8 
"La derivada del cuociente de dos variables dependientes "u" y "v" 
de la variable "x" es igua3. al denominador por la derivada del numerador menos 
el numerador por 1& derivada del denominador todo' lo cual se divide por- él cüji 







Sea y = u/v 
entonces tenemos que 
y + Ay = (u +. Au.) (v + Av) 
jr desarrollando él binando elevado, a la potencia 
- 1 
íS--
y + Ay = (u + Au) 
lo que puede llevarse a la relación 
' V < i . ^ • vAu - uAv - Au Av 
v ^ - v ^ A v - v ^ (Av)'^  
Ay = 
con lo cual se tiene 
+ G (Av)^  
^'yéü _ u él _ ái^  ^ A x • 
M = Ax Ax ^ ^ (^ja ^ Ax • Ax 
y pasarü o al límite cuando Ax — ^ O 
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lim áZ _ (-v áÜ _ u 
A»-^ O Ax ~ ^^  dx ^ dy//^ 
Fonaulc: 9 
"La derivada del logaritmo de vina fvmción "v" de "x" en la base "a" 
es igual al modulo del logr-ritmo por la derivada de "v" dividida pot- Is fun 
ci6n "v"". 
En símbolos 
dx ^ aoga v) ^  i • g . (log, e) 
Demostración 
Sea y - log^ ^ v 
entonces tenemos que 
y + Ay = logj;^  (v + Av) 
con lo cuc.r el increnento • (Ay) vale 
v + Av Ay = log., 
que puede escribirse en la forma 
= log. (1 + f ) a V 
. áz - 1 Ax " T - log.. ( i . f ) 
y Av Av Ax 
lo que permite pasar el lírnite. "En esta exixresión la cantidad entre párente 
sis cuadrado os igual al n&'iero "e" y por lo tanto en el limite r.e tiene 
dv 
li"^  ^ 1 
av 
cbc 1 T dx. 
con lo cual queda demostrada la fóninila. 
Fórmula 10 
"La derivada del loga.ritmo natviral de "v", fT.mci6n de unf variable 
"x" es igual al recíproco de la variable multiplicado por la derivada de ésta 
con respecto a x". 
En síiTíbolos 
d S 1 dv 




"La derivada de la .potencie, v-esiras de una c^ onstante "a", siendo "v" 
xins. función de. es ,igual a esa Eüisma. potencia por el logí ritmo ns tural 
de la base y la derivade del exponfinte". 
En símbolos 
d(a^) V T dv — — í . ~ 2.og a — dx > •; - dx • 
Demostración 
Sea y = a"^ , tomrndo logaritmos naturales de ambos miembros se tiene 
log^ 7 = V log^ a . 
quedíndo reducido el problema P1 caso anterior. Efectivamente tomando la 
derivada de ambos miembros, en el primer miembro se'tiene que fplicar la for 
mulF anterior en If que "v" se hr cambiado por; "y". En el segundo miembro, 
se tiene que aplicar le: fómula k, con lo cual 
1 ^ ^ lo„. ' ái y dx • dx. , 
o sea 
d^ ; - dv V dv 
con «lo que .queda demostrada-le. fórmulf. 
Fórmul;: 12 • , . • 
"Lr derivad? ce la potencia "v" de If base "e" .^es igurl a esa mismf 
potenci por la derivada ;de'"v". •} —' 
En símbolos 
ál 
dx ~ ® dx 






Si "vt" y "v" son f-anciones de varáable independiente "x" la deriva 
V da de u está dada por la relación 
A (u^) vu^-- ^ ^ u^ ^ log u dx ^ dx ^ dx 
Fórmula 14 
Si y = f(v) y V = g(x) entonces la derivada de "y" con- respecto a 
"x" es igual 
ál = ¿I • lE. 
• - dx dv dx 
Deinostracién 
Al incrementar x en la magnitud ( Ax) se tiene 
y-+ A y - f(v + Av) 
V + á V ~ g(x + Ax) 
de la que se deducen las relaciones 
Ay = f(v +A v ) -f(v) 
Av = g(x +Ax)-g(x) 
con lo cual el cuociente Ay/áx". vale 
^ áZ • ^ f (y + Av)- f (y) . p, (x + Ax) - R (x) 
Ax Av Ax . Av Ax 
y al pasar al límite se tiene 
¿2; df ^ 
dx "" dv ' d;<: 
Esta fóriBula se reconoce como la derivada de una función de función 
y es muy útil en la derivación de expresiones coinplejss que se trahc5forK5m 
en expresiones de esta naturaleza. 
26 - - f^e 
Fórmula 15 
"31 y = f (x) y X « g(y) entonces 
• ' • • df . • 1 . . — — 
ex • • 
dy 
Le', demostración de esta formule, sigue un camin© similfr al c.nteri9r. 
La í'^ rmula se reconoce como Is'fórrr.ias para 1? • deriveción" de funciones inver 
sas, 
Fórmulas 16 •- 20 • ' - ' 
Estas fórmulas, se d¿n sin demostración y, corresponden .s ciertes ex-
presiones trigonométricas básicas. 
FórPiule 16 ~ (sen v) eos 
Fórmula 17 (eos ,v) ^^-senvl^ 
Fórruulg. 18 ^ ^^ = S 
d^  ^ ^  1 dv Eór?2ál£__12 ^ C^ rc sen ^ ^ 
siendo "v" ung función de "x". 
2*7.-r Si^ ;yiifics;do geométrico de la. derived.;, de- Una función. , 
Sea APQB erco de la curva y = f(x), dibujada en el pltno XOI, 
siendo P y Q dos puntos cualouierrs sobre éllf, tal cue diferencia en-










La recte PQ que ^ one estoG dos pimtos es unci secante cuyfi inclinación 
ectí deda por la tangente del fogulo ... . Tracemos por P j Q verticales 
que corten el. eje OX en los puntos M y .W y la paralela f,l eje OX por P que 
corte QN en R. 
Sn base de e«tcs elecientos geométricos interpretemos el proceso de de 
rivaci5n, 
Friaera operacifo 
Incremento de IÜ variable ("x") lo cue produce im incremento de la fun 
cién "j/". Se tiene entonces que 
y + Ay = f(x + Ax) = NQ 
Sepiunda operación 
Expresión del increíAento (.C-.y) en función del increuionto (Ax): 
Ay = f (x + to) - f (x) 
= NQ - m = RQ • 
Terce.ra oporpci6n 
C'.lculo de 1;- razón de los incrementos 
í^ ^ ík- + A^c), r .fM = Sfí = tg • RP -v AX Ax 
Cuarta operrción 
Límite de 1? r,-:BÓn (7^) cu-'mdo anbos incrementos se hecen infinitamen tiX 
te pequeños 
dy ^  lira ^ _ lis 
dx . Ax^—^ O Ax ¿.X—> O tg = tg O 
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Esto equivale a acercar el punüq, Q al pttnto P, con lo cual la secan-
te PQ va cambiando peulatin?mente d,e inclinación hrsta llegar a adquirir la 
inclinación Q, oue es la posición líniite cuando ¿\x = 0. La secante en ese 
instante hr. quededo ":t?iigsnte ? la curva en el punto P por supeiposición de 
Q sobre P, De ese nodo sejtiene el siguiente teoremí: 
Teorema 
"El valor de la derivada en im. punto cuclcuiera die una curva es igual 
al coeficiente engxilar de la tanp.ente, a Ip curva en ese punto", 
E.iemplo I : .-• 
Encontrar la inclinación de 1? tangente e. la curva y = - 6x + 5 
en el .'punto en que. a) x = 1 ; b) en el pimto en que x = O. 
Solución • • • .. 
La .primara derivada de le función es . , 
= - 6 
. . . dx , • , , . 
de donde 
«i 
E.-)eniplo 2 . , . 
Encontrar las inclinr ciones de lc,s tangentes a las curvas y ='3x^-1' 
e y = 2x^ +3 en sus puntos de intersección. • - ' . 
Solución_ , 
LES abscisas de los puntos de intersección están dadas,por " • • 
y = 3x® - 1 = 2x?) +3 = 4 ^ = + 2 
Para la primera parábola tenemos 
P?ra la segunda parábola tenemos 
Se ha visto en los , 2 ejemplos anteriores que la derivada- de uiia , ^  
fiinción de "x" es en general ima función de "x". Esta nuevc función puede 
derivarse iguelmsnte; en este caso la derivadr de la primera derivada'se de 
nomina "segimda derivada" de-la función primitiva. De Is .misma manera, la 
deriv<Hda de la segunda der-ivadá. puíidt= derivarse con respecto r' If;- vírieble 
independiente lo que constituye Is "tercer^ , derivads" y asi sucesivaiaente 
h.-ate If. enesim- derivada^  
Por ejemplo, 1P. fmci5n 
y - Ax^ 
puede ser derivada 5 veoe-s tuni^ indose 
Par? la primera derivada: y^ = 20x^ 
Prxa la segunda derivada: eox? 
III Pera la tercera derivada; y 
IV Para IF cuarta derivada: y = 480x 
P?ra la quinta deiaveda: y^ == 480 
momento en cue se tiene une. constente y por lo tanto todas las derivadas de 
orden superior son nul?s. 
La notación que se usa para indicar la deriv?df de orden "n" es la si 
guiente 
fe" 
si se denoiaina "y" a Is fimci6n de "x". Si a la función se la designa por 
f (x) se puede usar la siguiente 
^ f M 
E.ieffiplo 1 
Determinar 1:; derivada de orden "k" para 1? función I. p 
z Tsx y = X'' e 
Solucién 
Se tiene 
g = (bx^  + p (bV- + + ^ = (b^ x^  + 
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¿_Z = + + ; ^  » (bV + lObx + 
dx^ • cbc-' 
de dond.e se deduce le. ley general 
- ^k-2 ta ^ = -b'x^  + 2bkx. + k'(k - i) 
dx 
o sea cue esta función exponencial tiene infinitas derivadas, 
E.jemplo 2 
Derivpr la función • -x^ , . 
2 • y = e 
cinco veces sucesivas, ; ' •, . . 
Solución 
Tenemos ' •.. • 
; r ^ = (x^- 1) e-2 . / = - (x^  ^^ 3x)-e ^  , -' 
y^ '^ = (x^  - 6x2 + 3) e 2 3 y^ = - (x^  - IQx^  + 15x) e ^  
(k) u ^ \ 2 y en general y^ ~ , e 
Se puede encontrar una ley, de recurrencia pars los polinomios Hj^ Cj^ ) \ 
que multiplican a la función base, Estos polinomios reciben el nombre de 
polinomios de Tchebycheff. - Hermlte. En Estadística, se mencionan con fre-
cuencia. 
Fórmula de Leibnitz 
Cucado se. tiene, que detenninar la derivada enésima del producto de • 
funciones "u" y "v" resulta bast^ jite cómodf» el hí cer uso'de una fómüla que 
peniáte, conociendo las derivadas de -ceda.una de-le.s funciones por septredo, 
determiner le. derivada enésima del producto. 
Esta formula se debe a Leibnitz y puede deducirse así. 
Introduciendo el operador D ten anos 
f) s 
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D (uv) = tiDv -t- vDu 
D^(uv) = DCUDV) + D(vDu), = (uD^ /- + DuDv) +-(DüDv + vDnt) 
uD^ 'v + 2DuDv + vD^u 
D^(uv) = uD^v + 3DuD^v + SD^ uDv + vD^u 
con Ic. cual se puede conjeturar que 
D^(uv) - + C? CÍÍ D^U D^ '^ V + + = ^ 
X t, 
en bass de esta relc-ciín calculemos le foma de l:. derivada (n + l) pira ver 
es de la niisTaa forna que lo cue hemos conjeturado. Multiplicejido pt^ r D 
&Kbos miembros tenemos 
D^ '^ l^íuv) uD^'-^ + (1 + Cj) DuD^V + (C^  + Cj) D^ 'u D^'^ + ... + 
4- C ^ ) D " - ^ + . . . . 
y puesto que 
entonces podemos escribir 
== uD^ +^ v -f Gf^ DuD;; + cf^ D^UD"-^ + vD^ -'^ u 
que demuestra que l.s, relación es v/^ .lida para (n+l), o sea ouo ló. fínnula de 
Leibnitz es correcta. 
Sjemplo 1 
Deterrainír la derive^ da de orden "n" p&ra la funci<5n 
n-l's j =-- X log X 
Solucién 
Ssti: derivada de orden n resulta mís'sencilla de evsluar, por medio de 
inducción . En efecto 
g = (n-l)x"~2 logx + . ^ Cn-l)(n-2)x^ -^  log x + dí^^ 
T • ^ 
^ == (n-l)(n~2)(i^) logx + & ^ ^ • 
de modo que 
= (n-l)i log X + 2 
y por lo tanto 
Cn-Dl. 
E.lemplo 2 
Detemincir la derivad." de orden k para le. función 
1 - X 
".TT^ 
Solución 
2,9»- Mc^ ximos, y niínL?.os. • Puntos de inflexión. 
Cuando se quiera hsccr uso de detenniná'das funciones para describir 
ciertos hechos experimentales se debe tener un oonociiidento más o menos com-
plet'j de 1^3 carecterístir.as m's importantes . que posee im determina-do modelo 
matemático, B1 Cálculo Diferencial permite'deterrránar ciertas• caráctcrísti 
cas importantes de las funciones que nos indican la forma y comportamiento 
de la función para ciertos valores del argumento. 
Llamemos u = 1 - x . . . . 
entonces 
Du - - 1 Dv = - (l+x)~^ D S = 2(l+xr^ ePV = - " 
. • ' •• . . - ; 
d \ = (-l)^ki (l+xr^ '^ -";^ ^ 
la fórmula de Leibnitz tiene solímente 2 términos 
D^(uv) = vd\ + k Du = (l-x)(-l)\l (1+x)^"^^- k(-l)^'^.fk--ll|.(l+xr^ 
¿ L /1-x X 
dx^ W (l-fx)^ -^ l • ' ^^ . 
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Las caracterÍFticas quo luayor interés tienen spn las siguientes: 
- puntos en que Is fiinci6n alcenaa un máxiiiio 6 un mínimo 
- ubicación de los punto,s de cambio de curvfitura de le función 
(plintos de inflexión) 
- presencia de asintotas 
- puntos de disccntinuidad 
La deten.an-ación de este.? particularidades de If-, función permite dc.r 
se cuenta de su foraa y de l-r propiedad con que puode adaptarse para descri 
tir hechos reales. 
- li-^ ximos y niínimos 







\ ' W 2 
! \ m 
O ^ ^  . 
Podemos notar que la función desde que parte de A va en continue aumen 
to hasta el momento en que este aumento llega f un VtQ.or mry'rr, •-ri!;t;'ntw desdo el 
cual la función empie-za a decrecer hasta que llegs a unr posición en que nueva 
m«nte emv.lesa a incrementarse. Los puntos M y m en que la cur-va alcansa 
un valor mayor y menor rc-spectivi-mente al variar en forma continua desde 
k r. t reciben loa nombres de p.untos de máximo y de Jiiínimo respectiva-
mente o sencillamente "máximo" y "mínimo" de la función. 
El cál.culo diferencial nos permite encontrar la ubicrción precisa de 
estos puntos por medio del razonamiento siguiente: 
Al ir la función creciendo, la tangente a 1P curva va disminuyendo su 
inclinación hi?sta el momento en que esta tangente se pone horiztntsl, en cuyo 
Ínstente el ángulo de inclinf ción es O, A partir de ese instr.nte la tangen-
te a la curva empieza a aumentar de valor hosta que llega un momento que la 
inclinación alcanza su mayor valor par? empezar desde ese instante a decrecer 
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h?5ta que'se hace 'momento' en el piiél la tangente se hace horizontal y 
la curva ha alcí5TÍz¿dó TO'valor ininimó Desde esé 'raoinento riuevainehte la-tan 
gente empieza a ci-eeer'-en''foi-raa "continua p medida que la: rsma'"de. la;'curva se, 
va al infinito i ' • 
Este sencillo razonr-ciiento perm te entonces'prever'.que-la deter/ríina-
ci6n de máximos o mfnimos corresponden a puntos de lé/curva.-en aus la, inclina 
ci6n'de la-tangente.,es O, o sea a punto's en. que la primera derivada de la fun 
ci6n ..es n\ü.a-. La especificacián de que se tratf,,,de ,un mlximo en lugar de un 
mínimo lo dará el hecho de que si le. inclinación de la tangente (prmera dpri 
vada) viene decreciendo o nó. Este '.decrecimiento (o incremento) de la indi 
naci6n evidentemo.-nte que lo dará la segunda déiivada -de lá función indicando 
una segunda derivada negative, cue la inclinación venía decreciexuio y' cue' el 
punto en cuestión es un punto de mí,xlmo y si la segunda deriví dp es positive,,, 
lo contrario. 
Existe por lo tcoito un punto en que 1--: segunda derivada alc'nza un va.-
lor nialc punto que se denomina "punto de inflexión" ye. que; en él la curva cam 
bia de curvatura, •  ' . , 
S.lemplo 1 - ¡ 
Dividir 10 en 2 partes tales qué -la suma del doble de una de las 
partes y del cuadrado de la ', otra sea mínima i 
Solución 
Sea ">:" una'parte, por-lo tanto., la otra.es (lO-x), -De acuerdo la con-
dición dtl problema tenemos cue detenainrir el mínimo de la' fionción. 
VJ 
% 
• ' •• .. -ló' ' ..y 2(lO-x) , + ... . : 
- Derivando por-prjjnera ve?:-'tenejaos'que " ' ' . 
derivada'qüe 'se pjiuia'para^ '-''x'=- l, ' Esta d.erivada primera que, es una función . . 
lineal de "x" para los-'val^ ór'és- de x' 'men'pres que c 1 .\iS' negati;va";:y.. para va-, y. 
lores mayores', que' 1 •'es posi'biv?, es decir^ ISHinclinación .viene, aumenten 
do de velor y por lo tanto la curva' pásaía por un rsánimo, '- - . , r,- . 
Nota.; 'Ésto puede deducirse'tembién-.del signo-de ..lí,- segunda derivada (one re 
'presentábala"-'variación de''la.'primera: derivrda) . -La segunda-derivada;es ; 
- -..• ' : : ' ••..„,•. . . • • ^ 
• o " ' • • . , , , , Q 
• - : . • : . • . . . . . , , 
cantidc'd (incrementó. que es esencialmente positivo, 
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2 E.jeifiplo 
Una hoja de papel debe contener lo ca" de texto impídese¿ Los márge-
nes superior e infei-ior deben ser de 2. cnís. para ce.d?. uno y los de los lados 
de 1 cm. Cuáles son, les dírnenEicn^ s que debe tener Ir hojí. para que el gas 
to de papel sea ¡ránimo?. 
Solucién 
Sean . x e £ ^ dimensiones del papel, ••L.? f'uncién que debe hacerse 
jiiíniina es 
f = = X k) - 18 + 4X + 
con lo cual 
y - 4 + - 10 
aderals d^ -f „72_ 
L 
que pa.ra x = 5 es esencielmente positive-., luego la, función pasa por un niíri~ . 
rao. 
E.leiaplo 3 
Detezmnñr Ifs dimensiones del rectángulo de períiactro máximo que pue 
de inscribirse en vin círculo. 
Solución 
Se.';n x o > j; los l?.dos del rectángulo inscrito. Entonces debe tener 
se 
+ y^ = /Jl^  
La función por hacer .iTiínina es 
f = 2 (x + - X® ') 
con lo cual tenemos 




es esencleJmente positiva, con lo cual la función pira un máximo. 
- I ^ 
Ejemplo 4 
pet^ rininar ij^ para por los plstí -
tos ^ , 
Solución 
La eouaci6n de Is cúbic?. es . ' • ' 
y 6 2 2 6 
es donde se obtiene 
= - (x-2)y^  + (3x - 5)7, - (3x - 4)yp + (x-l)y. 
dx^ . . , ., ^ _ • . _ ,, ;; _ 
i • V • '' ' i ' 
haciendo O est?, segtinda derivrda obtenemos el punto de inflexion 
y^ - + 3y2 -
g = 2 C X - 3 ) ( X - 2 ) +.XX- 3 ) ^ = 0 . . . . 
j^-'ia.-: '. Como e jercicio : Determinar le: relr ciín que ,deb,e existir entre los valo-
res "y" pers. que el punto de inflexiSn quede fuera del 
intervalo (0,3)• , . • 
E.iaáplo 5- • • • . ' • ' • . . • _ 
Determinar los máximos y mínimos de la funciSn . • . ; : , 
y = (x - 3)" (x - 2) . 'i:.-
Solución ' . 
Se tiene que 
dx 
""' ' ' a 
lo que nos da 3 ; 7/3i 1 • v - ::'¡ 
Adem^ .s .„ ,,,. 
6(x- B/3) ' •• ' dx^ 
se tiene que positiva por lo cual, la función pasa por un mínimo. 
2 , - ® 
^^  "g¿sstiv¿ por. lo' GUíd ia función^  pasa por un máximo. 
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S.leiaplé 6 . • • . . 
DeterminEr iñSximos ó ciinimaG de la función 
kx , , -kx y = e + be 
Solucifin 
Se tiene que 
icx , , -kx y = a e + b e , 
= (a e^^ + b 
doc^  
iguslando a O, Is, prinierc. derivada tenemos 
con lo cual 
kx -kx t Jkx _ b . kx ae = be o e = - ; e • . O' 
y como la segunda derivada e& eserxci>:liaent,e positiva-, la primera pasa por 
un mínimo 
E.iemplo 7 
Examinar le función 
j == ~ + ~ 7 
en lo que respecta a los puntos de inflexión j dirección de la curvatura. 
Solución 
Se tiene que 
g = 3x2 24 
^ = _ 18 
Igualando a O la primera derivada tenemos: 
« x^ - 6x + 8 = O 
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siendo á! 
dx' 
negativa para x* = 2 (máximo) y pera x " = 4» positivf^ (mí 
nimo) de esa mrnera podemos resumir 
X y dx 
dV 
dx^ Ceracterística 












Duritó,de in- ; 
fToxxon 







0 + + + mírümo ^ l cóncava hacia V arriba 
iisintotas d< 2 una curva 
Por definición, una asintota a xma curve es Ifl posición límite de una 
tangente cuyo punto de contacto con'la'curva tieñe coordenadas ,que estan^en 
el infirdtc. (3i solamente le abscisa del punto del contacto esté, en el infi 
nito, la ísintota es perolela al eje OX, en cembib s± la'ordenada es infini-
ta se tr?í.ta de una asíntota vertical. 
En curvas destinr,de.s a describir los crecimientos de poblaciones .vi-" • 
•gentes, curvas que poseen asíntotas son siempre dé utilidad. La presencia 
de asintota en la función/tiens la ventaja-que puede..ser usado el modelo' 
cuc'ndo se presume que p#.ra ci.ertos instantes le poblacidh elc-^ nza «ciertas po ' 
siciones lísú.tes de equilibrio. , , , ^ 
E .implo 1 , ....,' 
Detemanf-.r la forma- de la curyr, definida por la ecuación 
y . ' 
sisndc a, b,y k ctes, positivas. • : 
Solución 
Le función Vc.ría en forma monótona'en el intervalo ,(-oo , «),• Cup^d*) ,. 
t =-00, ya cue e -bt es infinitamente grande, entonces y = O, 
La primera derivada de la fiinción- es , ' 
,1 f 
lo cue nos indica que la función tiene pr^ e^i:a derivada positiva que es nula 
en los dos extremos y, por lo tentó debe pesar por un valor máximo' (punto Ctti 
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de inflexi&i la función "y"). 
Deriv." ndo por sef^unS: vez tencaaos 
velor que en el punto de inflexión da y = k/2 , cue corresponde cüando 
= 1, o se?, cuíjido ae 
t = ^ log & 
E.iemplo 2 
Detemáner le forma de le. curva 
y ~ k^ ^ + 
1 + ee -bt 
Solucién 
Esta función se denomina "logísticc. con dos ssintotas". 
La dnicr- diferencia con le anterior es pue tiene, dos asintotas-i. 
Una inferior - iguel ak^ • 
Otr? superior - igual ak2 
La forma ie da el siguiente gráfico: 
y 
2.10.- Formas indetemriinedas 
Curndo para un valor particular de la variable independiente, una 
función toma una de las formas 
O ra o,<o 
O CO 
CO ~ CO CO 
, 0 0 
se dice que la foma es indeterminada, y la función no est^ .^ definida por este 
valor de la variable independiente por la expresión analítica dada. 
- m -r- -
Así por ejemplo, stipongeraos que tenemos el cuociente 
f(x) 
y que pjra un cierto valor de Ir variable, tsl como x - a tenemos que 
f(a) = O ' j g(a) = 0 ' ^ • -
entonces el v.?lor de "y" tom,-^. 1: fome indete^dncdH O/O, es decir, que -po- ' 
demos asignarle el valor que nos plazca, Pero podemos levantar esta inde-
ter/ianaci6n buscejido el límite <?1 cuél tiende el cuociente a medid?:\ S-®' 
variable "x" se acerca al valor ''a." y ,• usar» este límite, - si existe - 'corad""""" 
Vcdor de la ei5)resión indeteniiin'.da. . , 
Pore, llegar a establecer una i^ egla'para levantar la indeterminación re-
curriremos al teorema, de Rolle, .que es el siguiente teoremc: 
"Si una función I :í (x) -s&,.avniilc cuando.,' x = a y cuando x - b,, y -f-Cx)-: ' 
y su primera •dérivada f (x) . son continuas ;:n ,el intervalo' (a.b). entonces 
eyjiste por lo menos un valor de "x" p^. ra el cual f' (x) 'os'nula" !i'" 
Sste teoi'ema es evidente, puesto que., cuando "x" cre'ce"desdé "a" b.' sta 
"b", f(x) no puede crecer constajitemente o decrecer • constaíjieraente,-ya que 
la función debe anularse para estos'valores ;extreinps.;^  De allí cue., pera un 
cierto valor de--.x-,-al-menos > en el intervalo . (í ,b), f (x) cesa de crecer 
para empezar a decrecer o vice-versa y, este pvmto particular es sin duda el 
punto en que se anula la primers, derivad? de la función» 
En ba.se de este teorema puede demostrarse Ir. conocida "re^ la de la me~ 
dia" que establece lo siguiente: . ' 
"3i lana, función fCx) adquiere los valores f(a.) y f(b) p^ra los valo-
res X = a y X = b de. un-,-¿ntervalo. (a.b) entoncbs Is diferencie de los valores 
extremos de la ítoiclón dividido por el ancho del intervalo' es igual a Ir deri 
vada. primera .de la función para un valor de "x" comprendido dentro de ese in-
tervalo"» " ~ • 
En símbolos se tiene 
- Para demostrar esta regla consideremos la siguiente función: 
F(x)., = f(x) - f(a) - (x - a)Q " 
© 
- a -
b — a 
este, ftinción se eziulñ para x = a, y para x = b, por consigxaiente la primera 
deriVrT.a?. de l£. función - o sea F' (x) - debe snulíjrse pi-r? algún velor x^ de 
Ir-. Vcriable "x" del intervalo (a,b)¿ Pero 1?. primera derivada de la fiincián 
F(x) es 
F'(x) = f'(x) - Q 
relación que pfra x = x^ se anula, o se?; que se tiene 
con lo cual 
Esta regla nos perraite dar •ítra para levantar la indeterminación de la 
función "y". Efe cti ve mente aplicando el teorem" de 1í- laedia a l?s funciones 
y g(x) tensaos 
f(x) = f(a) + (x - a) ; a < x^ < x 
g(x) = g(a) + Cx - a) g'Cxg) ; ^ ^ 
y ccano f (a) = O y g(a) = O, tenemos que 
f(x) 
g (x) g' (x, 
y si hacemos tender x h<"GÍa "a" entonces a; a y el límite del 
cuociente f(x)/g(x) es equivalente a la razón de Ifs primeras derivadas'-de 
las funciones para x = a, o sea cue . . . 
lira f(x¡ f'( 
g(x> " g' fa) V 
regla cue se conoce como la "regla que se conoce como la "regla de L*Hópit?2". 
Esta regla puede enunciarse rsí: • 
"P?ra levantar la indeterrainfción de un cuociente de Ir forma 0/0,se 
deriva por una vez el numerrdor y el denominador y se determina si esto nuevo 
cuociente para el VcJ.or particulrr de la variable tiene vin valor bien especí-
fico. "Si ésto no sucediera puede derivarse nuevamento el numersdor y el de-
nominador y determinrr si ahora la expresión tiene un valor detenninado"» El 
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proceso puede TOntinuars© hasta darse ciicnte. si realmente, puede levrnt&rse 
le indeterminrcién o n6i -
E.-ieniplo.- !• ^ . ^ , ' . ^ . • ; '' ' 
. .Determinpr'él lím te-siguiente , r' • • v. 
lím lofi X 
X — 1 X - 1 
3oluci6n 
Derivando numeraaor y déhorrdn-dbr se'tiéne 
1, . 
lí® log _ lím 
X—>1 X - 1 ~ X—>1 1 " ^  
E.jeniplo 2 a _ . : . 
Determin-r el límite siguiente 
X, V X 
X — O X 
l&i - h^ . log, f - -b^  log b^ - - , . ' , 
X — ^ — 1 ^ ^ x = O ^  ^ 
E.lggplo • • (:)• : ' ' "i ' 
Determinír el límite de 1?. e>:presi6n 
: ..i'.v..- ^  
y = (1 + nx)"" 
cur-ndo x — O , , ^ . ^ 
Solución 
Prra reducirle a una expresión del tipo % , cslculpmos el limite del 
logaritKio de yj / • N-; . H 
Tenemos entonces • • ' 
' X 
derivehatí uías've2"el "niimérí'dor y'denminador -tehóno's. • - • • 
• . . • , . . . . n 
1 + nx. 
Solución 
Se tiene" '' : " • • " ' ' ' - • f^o 
& 
quei:p?r£,,-x = ,Ojno£-:da n con. lo cual le ,funci6n-,2;-ti^ enda,.^  • • 
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2,11.- Desarrollo en serie 
Cualquier función ¿e "x" en general, puede expresarse en serie de po-
tencies de 1?. variable independiente con el propósito de determinar el vrlor 
aproximf-do de Ir. función píTo deteminrdos v.^lores del f-rgumento. Se dice 
"VR.lores ;proxim?dos" porque en generp.l IP.S fionciones pueden expresprse por 
une. serie infinit?. de terrdnos, pero ye que estos términos disminuyen de valor 
Se puede detener el desarrollo hasta cierto nüiiero de tSi^ninos y determiner en 
be se ds ello -un vrior ciprcxiiap.do de 1?. función-cue pe re. própósitos de aplica-
ción será suficiente. 
Por ejesnplo 
= a^ + Ueh + ÓF.V + + x^ 
en este c£so se tiene im?. serie finitr, de térrrAnos 
En c?mbio en el caso 
3 5 7 9 
arctg x = x - | - + y - ~ + ~ 
la serie tiene infinitosténninos. 
Les fórmiilas de desarrollo en serie que mis se usen son 
- 1? serie de T-.ylor 
- 1?. serie de HrcLaurin 
siendo esta últim?. un CÍSO particular de la primer?., 
- Serie de Taylor 
LE serie.de Teylox se brsa sencillemente en expresar le función f(x) 
en serie de potencias de (x - a),. Esta fórmula puede deducirse do diferente 
iii£.neras, siendo una de las que con mayor frecuencia se usan la bfsada en la 
"reRla del v.?lor medio". 
Seguiremos aquí no obstante un proceso de identific?ción que reporta 
basteiite ventajas. 
Supongamos cue es posible desarrollar la función f (x) en potencias 
de (x -a")',' en ese supuesto tendremos que 
f(x) = + b2(x-a)^+ b^ . .b...+ 
quedando, por determinar el valor de estos coeficientes (coeficientes indeter-
mincdos). 
Para la deteraiinación de estos coeficientes iniponemos condiciones ló-
gicas, Efectivanente si hfcemos x = a en el primer náembro tenemos f(?) y 
r- kk —• 
en segundo miembro b^ de dí^ nde se'deduce que debe t^erse, 
Poderíos derivar úñe. vez 'rmbos miembros de í " ecu?.ciSh iríLcial con lo . . • , 
CU9,1 encontremos . , • ' " ' ' ' 
y Gi hícemos x = en esta réleción llégamos''a-que debe tenerse:r.. 
Derivando por segunde vez t e n e m o s - ; .. • . 
f"(x) = 1.2 b2+2.3 1=3 (jc-á) (xt?.)- +;.... .ijj-l) +••,• 
y si volvemos a x = r forsoscmente debísios tener ' • :. ^ ,, • . ; 
"2 -21' ^ í. ' 
con lo cual y?, puede irse viendo 1?. ley que siguen, •Iqs cp.a.fácientes^  .b^  
con lo cuf:l se llega a Ir fór¿ulá-;áe .Taylor-" , .... 
Nota.- ' "Le -'serié sé -1?' conoce-.'como; s.erie-, de;Tp.ylor .a .pe.se.r que, se rsegura 
que se debe e. Stirliní;» ... . , 
'""Tod^ bs-eVcribi'r ' i?' -serie- de T,aylpr de-otra mejiera, p;r£.Ío. cu'pI 
rO'2ap3i&?,.-jnos "x" por (x+h) con lo cufl tensaos 
fíx^t) - f(h) + f^ '(h) + fr í';'' íh) .+ " I • • • • 
Serie de MacLaurln 
Ea un caso pcrticular de le serie de Taylor cuando ,la función .;f(x). 
"f," ppr. O se desarrolle,, alrededor del velor x = O, De ese modo cfiabiando 
en lE'serie''de""T%lor tenémós.• - .f •.,.• .. 
l ; O ' ; , • - ; ., , . r . 
© 
- 45 -- • • % 
f(x) = f(0) + ^  4- ¿ f'' (0) + ^  f'"(0) + ~ f^^ho) + ... 
relaciSn que constituye le "serie de Mac. Laurin". Ssta serie tiene le ventaja 
que el valor de la función y de sus derivadas para x = O en la mí-yoría de les 
veces es muy fácil de ceicul're 
Todo estudio de Is serie de T?ylcr debe complet&rse con el tnálisiñ de 
la seguriLdcid obtenida si detener si desarrollo en determinado término. Este 
asunto queda para estudio particular del lector. 
E.ieaiplo 1 
Desarrollcir e en potencias de x. 
Solución 
La función f(x) - e^ tiene todi's sus derivadas igusles a la función pri-
mitiva, o sea que = e'", y por lo tanto 
f^ '^ C^O) == 1 
y la serie correspondiente es 
X - , X , X' , 2 
Ejemplo 2 
Desarrollar eos x y sen x en serles de potencias de "x" y demostrar 
que se tiene " . . ' 
ix e = eos X rf- i sen x 
Solución 
La función -eos x tiene derivadas de todos los órdenes pero las deriva 
dts de orden impar para x = O son todas nulas, ya cue se treta del valor de 
la función sen x para x = O. 
De esa manera el dtesarrollo es de Is forma 
2 4 6 •xr , x^ X eos ^  ~ ^  ~ 4J " "SI ^  * ^ 
tiene derivadas de todos órdenes pero las derivede s de orden par . para x = O 
son todas nulas ya que todas elles son el valor de sen x para x = O, Do 
esa manera el desarrollo de sen x es 
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sen ^  ^  ^  ~ JT Jf -
En bas'e de ^estos 'doB. des^rollos tenaos que. 
"i . T J • ^ ix^ ^  X , jx". ' i . Í i COS X + x sen x:.= 1 + ix,-- — " T T 7T ~ • •• 21 • 3 1 Ul • '-51 
observendo que el segundo miembro es - de fcuerdo, ejcanpli 1 - él désarro-
"LX ' ' " ' • • i • . .i ... . lio de e con lo cual queda demostrrda la relación de Eüler, De esta misnía 
relación fluye la relación de De Moivre „ . 
][r(cos 9 + i sen 9)3 = ^ ^ (eos n 9 + i sen n ©) 
- . . . . . . 
para n " enteró y positivo" ' • ' • .••• . • . : 
..1 : . - i E.iamalo 3 - • •:•>., . ' 
Desarrollar en serie de potencies da "x" 1& función 
y = log (1 + x) O 
Solución 
Se tiene que 
con lo cual 
— ^ 1)1(1 
con lo cual tenemos 
•lóg^ ( - 1 + =-- X - + . . . . 
E.jemplo 4 
Usando el desí.rrollo en .serie de le función 
, 1 + X 
determinar el valor de log 2 
Solución •, ' ^ 
' De acuerdo al ejercicio ariterioV 




log (1 + rJ ' 
log (1 - x) 
X - + Y 4 5 
=~x - X X 
4 „5 
3 4 I) 
T 1 + X , X" , X" ^ X" , \ r ^ ^ = 2(x + y r y + y + ..) 
5 ,7 
haciendo x == 1/3 tenemos 
log^2 = 2 IH.1 + + L3 5 o3 5 7 o? = 0.6S91471S. 
2.12.- Método dfc Mawton pare. 1& deteriidnr ción de 1-rs rgíces rsc-les dea -ons ecua-
ción . 
Frecuentííjaente sa tiene une scuaci5n ds Ir foma 
f(x) - O 
pc.ra Ir cual debe deterninarse les relices reales. 
Si la función f(x) es de gri-do 1?. deter^ dnc ción de las rfíces se 
he,ce a tr?.vés de una fórmula bien conocida; pero cucndo 1? ecuación es un po-
linomio de grsdo superior o alguna función transcendente la búsquede. de las 
raíces reales (o de la tais real) se hrce por un 3i.?todo de aproxirn?,ciones su-
cesivas debido a Newton, 
Consideremos una fxinción 
y = f W ' 
cuyp forma está dada por el gráfiq.o siguiente 
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Supongamos que- nos demos wn reletivcmente cerca del valor 
para el cuel se anula Is función, o siécVun vslor no demEsi&do diferente de la 
raíz bus 
Pcij-e este velor da "x" la-función toma el vf-lór f v^) = 
nos perHiite detorTiirif r' él'punto' P^ ' de la" curva f (x) Por este-punto podemos 
trazar una tangente a la curva, la" que -cortr. el eje de les abscisas en A^, un 
punto oue queda uts cercano de la rfáz que el que habfaraos presupuestado al 
comienzo. Este nuevo valor es igurJ. a 
• 
% 
v] ~ f f ^ ^ 
o s,ea que dado un valor .inicial x,,,si determinemos el veJ.or del cuociente' 
~f' (x ) usar esta cantidad p;:ra corregir el valor x^ de partida y 
conse¿::uir un segundo vslor • •iír-. mf s cercano ^  de la raíz "buscada,. ' - • : 
Para Xg podemos ?plic?r Ir. misma operación cue prra x^, .consiguiendo 
de esta manera un nuevo valor x^ d?do por la relación 
• - • ••f(x.) ^ . . , .i-
0' 
que.'se encuentra. ai5n m's cerca .de la raíz por encontrar, , Repitiendo, este pro 
ceso un cierto número de veces (depende del v?lor x^^ con que se ptrti^ pode 
mos, con una aproximación práctica deterrainada, •encontrar. la raíz de^la ecua 
ción o las raíces oue interesen.. Vetmos ••algunos ejemplos 
E.lemplo 1 
Determinar la raíz real de I.- ecuación " " ' ' 
• • ; X- + 2x - 8 = O 
Solución 
u. » I --I 11 l«l 1 K l l , 
La raíz de 1¿ ecu-ción está comprendida entre 1 y ¡2, Usemos un valor 
x^ = 1,5, el valor x^ será igual a j - . 
- i,5 = 1.686 
ya cue 
f' (x) = 3x^ + 2 = 8.75 
a 
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Usssidg el valor <i^hcmos introducir- la corrección 
0.1646 
"10.5278 
lo pue nos lleva el valor 
S.jemplo 2 
Sncontrer la menor rs.íz para le ecuí.ci6n 
—y 
e " - eos X = O 
Solucién 
Se pide 1? menor raíz porque est-T, ecuf.ción tiene infinitr.s rrlces. 
Pf-ra X = 1 se tiene f (l) - 0.3679 - O.^m = - 0.1724 
Pc.ra X = 2 se tiene f(2) = 0.1353 + 0.4161 - 0.5514 
o sec, 1& función tiene uní, rsíz entre x 1 y x - 2 
Usenos el valor 125^  te.nciraof; entonces que 
f(l,25) == 0.2865 - 0.3153 = - 0.6283 
f (1,25) —0.2ñ65 + 0.9490 - 0.6625 
Ax^  = - 0.043 
x^ - 1.293 
2.13Funciones hiperbólicas 
Se llfsicin "funciones hiperbólicas" expresiones en que entran funciones 
exponencirdñs. De estas funciones les bíisici-s el senh v (seno hiperbólico 
de v) y el ccsh y (coseno hiperbólico de v) que son iguales a las ejqDresiones 
V -V , e - e sonh V 2 
V ^ -V , e + e ccsh V = 
Se puede demcstr-r entonces rue 
s 
cosh^ ' V - senh^  1 
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una relación parecida a la relación áe, PitágoráSj entré sen y eos con le. 
TÓnica diferencia que teneiiios un signo' -meno,s en lugf.r del signo más. 
Nota; Para fines de p.plicacióñ estas 'fúnciónes han sido tabuladas conve-
nientemente. 
De estas funciones b'.sices puederi'deduioirsé la trUiRente hioerbólicF:, 
la cotangente, secante y doseckité hiperbólicas definidas por las relacio 
nes . . .. • -••• 
e "re 
cosech V = ^ senh V 
entre ests,s funciones se tiene las relaciones de" dependencia ' 
1 - tgh^v = sech^v ; coth'v - 1 = cosech^ v 
% 
% 
Como en Trigonometría Plan<>.-tacibiéh pare-lís funciones .tí-perbólicas 
pueden óüiiiostrsxse las siguientes relaciones 
senh (v + w) '- senh v cosh w 4- cosh .v senh vr, .. 
coah (v + w) = cosh v cosh w + senh v senh 
Ecnh. 2 V - 2senh v cosh v 
cosh 2 V = cosh^ v • + senh^ v 
• Lá razón prra llra-r "hiperbólicas"-a. estas .funciones estc^.'.en el he-
cho'" qué ellas estiín relación? di ,s con'la hiperbólica.. (Una de .las cónicas en 
•ei"plánb:)í. • , .. /. ... - .v,,... . 
EfectiVi mente llemando "x" e "y" a las eJipresiones 
X = a cosh V " ' 
y s e n h v . 
se ve cue los valores "x" e "y" corresponden a .los de una hipérbola equilá-
tera 
p - 2 • 2 * - 'y = p: -
C'j s 
- 51 -- • • % 
Si escribimos csue y - senh v . , 
podemos aislar el valor á^ "v" recurriendo a la'función inversa. 
V = senh ^  y 
que se lee Seno hiperbólico inverso de "y", teniéndose que 
senh~^ y = logg (y + /y^ + l) 
para cualquier valor de "y" 
De la raisiua manera se puede introaucir el coseno y tangente hiperbólica 
inversas 
coah ^ y = log (y + /y^ - l) 
tgh'V = I log ^ ^ 
Otra función hiperbólica que se presenta con relativa frecuencia es "ol 
gudermaniano de v" que no es otra cosa que la función arcot^ ngente del senh v, 
o sea que 
gd(v) = arctg (senh v) 
La derivada del gudermaniano de "v" es igual a la sech v por la derivada 
de "v" con respecto a "x" o sea-cue 
(gdv) = sech V • dx dx 
NotarSi se construye un triángulo rectángulo de catetos 1, senh v, el ángulo 
opuesto al cateto (senh v) es precisamente el gudermaniano de "v". 
Puede demostrarse aparte de ello que entre las funcianes trigonométricas 
y las hiperbólicas existen las siguientes relaciones 
senh iz = i sen z 
cosh iz = eos z" • 
tgh iz = i tg z • 
lo aue permitiría en muchas casos encontrar las derivadas de las funciones hiper - ^ ' • , V ^  
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k fin de simpli-Ci^ ar «1 calculi^  de las- 4®riV3<ia.s de fxiociimes en qué 
aparecen funeionea hiperbólicas se .da w a liata de las derivadas-para las 
principales funciones recién definidas " ' • 
Función 
•senh.x 
c o s h X' • 
tgh X 
c o t h - X 
s e c h X 
c o s e c h X 
- 1 • serih X 
cosh ^ x 
4. u-1 t g h X 
c o t h ^ x 
sech X 
• • - 1 
c o s e c h . . X 
•-•^•l'^- Derivada 
cosh X 
- s enh'X • 
sech^ X ' • 
- c o s e c h ^ X 
. - s e c h x t g h X 
- c o s e c h X c o t h x 
"1 __ 
± Vx2 .-,1 
1 
x^.-l , 
^ . 1 
+ X A - ^ 
2.lit,- Cambio de variables ' • 
ií-esulta.a veces ventajoso tr^'Sfomar. una e>-presión que encierra derivsr 
das de "y" con respecto a "x" por una expresión equivaleate que encierra deri^ 
vadas de "y" con respecto a "x". Otras veces es, átil cambiar la variable "y" 
per ;una- cierta función de otra variable "z" con el objeto de conseguir expre-
siones más sencillas. Este artificio de.calcule permite resólver ecuaciones 
diferenciales en forma bastante cómoda o de poder realizar la integración 
expresiones, como lueg^ veremos en el Cálculo Integral. 
e?' 
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Para el primor caso indicado, ye que 
= i siemore cue O ax ó^. " dy ' 
ciy 
entonces es fácil da demostrar que se tiene 
d^j^  Vly' 
Pera el segundo caso si y = f (x) y reerriplazamos £ por una función 
g(z) tenemos 
d.x ^ "^^ dx ' d F ^ W ^ ^^ ^ d F 
Para mayor aclaración de aste teaa véanos algionos ejemplos, 
Poderíios también carabier la variable independiente "x" por una variable 
"t" con lo cual podemos llege.r muches veces a relaciones inás sencillas. 
Teneoios que' • 
dx dt dt 
dx^ Mt dt^ dt 
y así parir, las derivadsc- de orden superior. Debe hacerse nrtar que no es ne-
cesario tener las fámulas para las terceras derivadas y las de orden superior 
sino que es más practico ir determinando los valores de las derivc.das de cieli-
to orden una vez que se ha calculado la derivada del orden inmediatamente in-
ferior . 
5.1 ampio 1 
Cambiar la variable independiente x por t en lá ecucci^ n 
,2, 
mediente la relación 
Solución 
Se tiene que 
t X = e 
dx dt dx dt dx dt ° dt 
por lo tanto 
y ^ == áZ ^ dx dt 
de esto deduci/nos 
^ d p dx dP dx dt'' x 
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2 dfy / dv _ dfy. .• , . ,,. 
.: ^ ^ dx "'dt^ . -
y reemplazando en la ecuación diferencial 
. . . . . . 
E.jemplo 2 l ' . 
OjHbisr la vari.-.blo independiente x ' en j : en'la "ecuacién diferencial 
. .. 3 f^y^M > o' 
dy ^ dr — ^ r eos G + sen ^ 
de allí que 
1 - é?)' — . , „ ' - r ser, e + oos dy w 
% 
•^ dx-' dx' dx'' dxt Mx 
3oluci5n ^ . • ., ; •• • 
Reeraplfi.zendo • en :e;s.te .ecúe.ci6n diferencial, ; de acuerdo con las 
relaciones más arriba indicados se llega a 
• ' •. • . - • d^x . n . ' , . . ... . r 
Nota-; Las relaciones que más arriba se han dadc son tastente útiles cuendo 
se trabaja con ecuaciones prra'aétricas , . . . 
Puede también caí^ Lbiérse. simultáneamente la variable dependiente (y) y 
la variable independiente (x).'. '.Por e ja^ iplo-.es, útil «Kiuchss yeces ppsar del 
sistema cartesiano de coordenadas rectenguíp.res al sistema polar definido por 
las relaciones ' ' ' • . . . ..>. . , . • 
• -X ="r cos •O- -"y =T sen Q ' . .-. 
,, Este _ caffi.bio es de mucha utilidad, por e;iampió' p?r'a la' evaluación de'-'la 
constante para vina distribución o para otros tipos de integración. 
E.iemplo 1 .. d2. __ 
dx • - < - ' • Trf nsfonnar — , ' • ' , ~ suponiendo oue x == r eos ^  ; y = r sen ©...-
• yzTWr^ • - ' - - : -
Solución 
Tenemos Que , , dx X , di' ^^ = r sen 9 + eos Q . • 
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de raodo que tenauos finalmente 
^ di - y 
•2*15Derivación parcia!l • • . : 
3e dice que una función f(x, y) de dos variables independientes es 
continua para los valores (a, b) de (x, y) cuando 
llm íix.y) = f(a,b) 
X — > a 
y —^>b 
cualquiera que sea la i&mera como '"x" e "y" tienden a sus llndtes respecti-
vos '"a" y "b". 
Esta definición se resurae a veces brevemente de la ¡nanera siguiente: 
"Un cambio muy peguefío en üná de las variables ind .'pendientes. o en las 
dos a la vea, produce un cambio muy pequen? en el valor de la función". 
Ya que las variables "x" e "y" son independientes en_la expresión 
z = fCx,y; 
se puede suponer que "x" varía mientras "y'' permanece constante ó inversamente. 
Puede calcularse la derivada de la función "z" cuando "x" solamente es la que 
varía, derivada que recibe el nombre de "derivada parcial de z con respecto 
a x" lo oue se denota por los símbolos. 
De esta manera podemos escribir en símbolos, la definición de derivada 
parcial 
Oz= lím f(x + tx.y) -;f(x,y) 
"Jlc A 0 Ax 
De la misma manera puede escribirse la derivada parcial de z con res-
pecto "y" 
d z lím f(x,y + Ay; - f(x,yj. 
¿:y A y — A y 
Este tipo de simbología puede'ampliarse para el caso en que la función 
tiene más de dos variables independientes, Por ejemplo, si se tiene la fun-
ción 
u = f(x,y,z) 
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habrá tres- derivadas parciales de primer-^ rden. que pueden denotarse de la % 
manera * ' 
^•x^ 'by.' o z 'áx ' Bj ' Tz 
Nota; Áceres de la interpretación geométrica de la derivación parcial ver 
• el libro de Grenville., , ':•..•,•• 
E,1emplo 1 , , • 
Encontrar las derivadas parciales de primer orderi de la función 
u - log (e^  + e^) . 
para demostrar que 
^ u chi _ , 
Solución 
Se tiene que 
y por 'lo* tanto 
? . y 
E.iemplo, 2 .. . ' ' 
Encontrar las derivadas'parciales de primer orden de la función 
Solución 
Se tiene 
u = x^ + - y^ 
= + 6xy O.X, 
E.jemplj 3 
Id. para la función 
' n 
u - (ax^  + hy^ + cz') 
(S' 
lt> - 57 -
Soluci6n 
Ss tiene 
- n(ax= . by^ . eax) - j T b / . 
y por analogía 
^ 2bn y u 
y cjc^  + + cz 2 
O 2cn: z u 
^ sx^ + by'^  + es' 
Derivadas totales 
Supongamos que "u" es tina función de 2 variables independientes "x" 
e "y", o se:í que se tiene 
• u = f(x,y) . • • 
y que estas variables "x" e "y" son funciones de una tercera variable "t". 
Demos a "t" un incremento t y sean x,y,u. los incrementos sufridos 
por x^y^u. La csutidcd 
A u = f (x + A x,y + A y) - f (x,y) 
es por definición el increraento total de "a" 
Este incremento total puede escribirse en la forma 
A u = f(x+A x,y + A y) - f(x,y + Ay) 
1 
f (x,y + A y) - f(x,y) 
lo que pennite aplicar el teorema de la medir a pad?, una de las dos diferen " 
cias del segundo miembro de 1;- relr.ción anterior, De acuerdo a esta regla 
tenemos 
f(x + '.Ax^ y + áy)..- f{x,y + ¿y) ~ f(x,y + Ay) = f^ (x + + ¿y). Ax 
f (x,y + Ay) - f (x,y) = f ( x , y + Sg Ay) . Ay 




entre O y 1. Diviendo por t se tiene 
áu = f ( x + ¿x,y + Ay) , Ax + f ( x , y + G^ ^ y) • 
siendo Qj y Q^ fracciones positivcis propias, es decir valores comprendidos 
= ~ . f ( x + e^L ^ ^ • í y ^ ^ 2 At 
du _ y u ¿' u d..y ' j_ !; u "^  'ds ' " " 
o' bien du dx + -rr^ - dy + dz , . y- gz-- • • • • : . . • :.. ;. 
E.jemplo 1 
Determinar el Vrlor de du/dt si u - sen(x/y), siendo x == é^ ^^ 
• Solución " • • ' • •• •. 
Tenemos que 
du _ iji áx.. ^  li , 
dt ~ :)x • dt dt ' 
= '-^os I . e^'^ p cos x:y^  C2t j • 
du t - 2 t . e^ 
expresado en función do 1? variable "t" ñnicaasnte 
% 
- 5$ r , , . 
.y haciendo tender At E ceiro, llegpmos a la releciSn 
áü - f! fx ^ + f fx v)^ Í -
o see. Ciue _ ' . ' ' ' .: 
ÓU _ .c^ u • ¿X ¿ m ^ : 
dt " ^x * dt Jty ' dt ^ . , • 
De la jidsme miner? se'pvtóde deaostr&r p<?.ra -el caso de uns función de 
3 vfrirbles 
u = f(x,y,&) 
pare la cual se tendrá . . ' • ... 
du _ u dx u dy ^ d u dg 
dt dt • 757 dt ' dt • .. • • 
y asi pera une función de ir/s v.-riables. 
Podemos en Ir. relc ción du/dt reeniplrzar t por eh 'cuyo cesó '"y"' ' 
es una función de "x" y "u" es iiniosjnénte función de "x", en ese caso tene-
mbs -' • - - • • ^ ' , ' • , 
Üü-pái:;. . .. 
dx <} X d y dx 
o bien du = d x d y ... ^^  
y p.^.ra el caso de una función de ;bres variables 
iff 
(*) El elemento du se denómina "diferencial total". 
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Ejeraplo „ 2 ' .r^ (^ r-z) 
Deterrrinar el vflor du/cbc si u = , y = senijc 
2 = cos X 
Solución 
Tenemos que 
du _ j^u ^ áZ 
dbc~.3x ' dx 
a . e^ '^ cos x . e^en x'_ „ -.-T^tl ^ = s b^nx 
si se roenplaza ¿'_ por a son x y z por cos x sn 1?- primor?: refeciín. 
Derivadas parciales sucesivas . 
Consideremos la función 
• u - f(xjy) 
•V-'i 
en generel, y son funciones de "x" e "y" que pueden deriverse pp-rcial-
mente itial como se hizo con la. fxincién origine.!, E^tas dériv?d.-.s reciben el 
nombre de "derivedas parciales de segundo orden". Prra un? función tal como 
la indlc?,dc, existen las siguientes segundes derivadas parciales 
Estes derivadas parcieles pueden volverse a derivar prrciaL-nente, lo que 
da origen a las terceras derivedas parciales, que p?.ra la función recién indi-
cada son . • • " • 
•Jp" ^^Jy "Fnj^ Ifp' , , . 
y ssí sucesivamente, Ssto indica que en general una función de dos vp'ríables 
tendrá (k + l) deriv'.das parciales de orden k, 
Es interí;sante enotar que si teneinos la derivada 
au 
r)x 
podemos calcular en base de ella la segvinda derivrda parcial con respecto a 
"y" para obtener 
I ^ y 
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También podxemos hrber teñido^  la .jáerivftda ,pardal 
• , - ; vi u 
? y , • : 
y por derivación parcirl con respecto a ":<;" obtener un?, segunda derivada pe^ 
ci?.l ' 
•^y. ^  x • V ^ \ " -
Estas dos deiúvedas de segundo orden son igueles, hecho que por su sen 
cillez de demostración no .1? indicf.remos. Podemos po_r lo tanto decir que 
"Lg.s operg.ciones de derivación con respecto f: '"x" y con respecto "y" 
son conmutatiVr:5"v 
Este, propiedad de que el orden de derivcción no cltera el résultedo fi-
nal nos permite llevar a cabo el c'lculo de una derivada parci?l, de orden su-
perior por el cfiaino que creemos más conveniente usando 'en cada etapa deri-
ve cián la derivoci6n con respecto a la .variable que sea máp sencilla de celcur-
lar, pero derivando el .número .de veces estrictrímente .neceserio con respecto a 
cada .tana-de .las variables. Por ejemplo.,.., para calcular • 
" • : ; : • •• ^ • ^ • • 
debemos derivar dos veces coft "rrespecto "x", dos veces con respecto "y" y dos 
veces con respecto, no importando el orden on que se realicen eetas deriva-
ciones parciales, ' ' ' • .  / • . 
E .impío i - • 5 ; • •, , 
Por cálculo de las derivadas y -^^"yi •'• ••r^" , de la fxmci6n ., 
u = sen (x^ y) demostrar que el orden de derivación perciel. no altera el re-
sultado final. - ' ... 
Solución• , 
Para el cálculo de —s tenemos 
= 2xy eos x^- y T ^ y = " " ~ ^ ^^^ ^^^ 
Para ol.. cal cíalo 'teñamos ' " ,• • 
= x^ ' eos x^ y = ~ X^sen x^y T - f r ^ = - cog x'V 
llegándose a resultados iguales. 
A 
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M^xLiri.os y mírinos pe.r£. funcion-r^ s de dps varxableg,» 
Se dice cue una funcién f Cx,y) pasa por un cil;cüao par?- x = £., 
y = b cuíndo el valor de la función f (c es iruyor que cualquiera de los 
que puede tomarse para valores (x,y) vecinos de ellos. De la misma manera 
se dice que f es Lifrdrao ptra x = y = b cuando t(a.jb) es menor cue 
cualcuier valor de f (x,y) en cue "x" e "y" no difieren mucho de "Í?" y 
"b". 
Estas definiciones pueden enunciarse de la,siguiente manera: 
a) f(£+hvb+k) -f (a,b) - niSmero negativo, fU,h) es un máximo de f(x,y) 
b) f (a+h,b+kl -f (a,b) = niSiaero poeitivo, f (£,b) es un mínimo de f (x,y) 
Estas relfciones deben cumplirse para todos los valores de' "h" su~ 
ficientem.ente pequeños lo que nos lleve a la conclusión que la condición ¿Le 
máxSjño o Eiírámo exige que 1: s derivadas parciales 
ox ' dy 
sean nulí-s. 
Estp.s relívcion&s nos dan valores que hacen míniína ó m;'^xhaa la expre 
sión pero ee necesita además discriininrr de que tipo de valor se trata, lo 
que se consigue a través de Ifes derivadas de orden superior. 
De acuerdo, al teorema de Taylor tenemos que 
f (a+h,bfk) ^-f (a,b) -fh-ll + JT + fk^l^) +R 
Puesto que les primeras derivadas son nulas se tiene que 
y como R es muy pequeño en comparación con "h" y "k", el signo del primer 
miembro dependerá del signo de la e:xpresión de 2° grado 
h^A + 2hkC + k^B 
siendo 
A « - lÉk) 
para ver si es positivo, -finicp caso en que hay posibilidad de míxLuos y máximos 
3) Si ——2 (ó -^Ts) es negativo, la función pasa por un m'jdmo •'• o oy ,. • •  . • ' . V' . . •, ^ '..... - .. , . 
Si (6 es positivo, la función pas?. por iin mínimo, ' • o .X i o y V.. 
Teorema de Taylor para funciones de' dos' -6 -raj^.s variables ^  ., • ; , 
El probioTií' básico es desarrollar la función f(x+h,y+k) en potun^ ^ 
cias de "x" e "y" ó en potencies de. ;'!h" .y "k", usando pera ello las derive 
das parciales de la función^ 
Llamejido F(t) a 1E. función ' ' • 
FCt)'- f (x+ht, yflít) • - ' \ , , - >.. 
de acuerdo el teorema de Taylor para el CP.SO de unw varia.ble tenernos ' -
z " 3 '  ' ' • • 
FCt).- F{©) + tF'(0) ,+ Ir F^^(O) + |y + ... 
Sustituyendo (x-^ -ht) por 'oc e (y+kt) por tenemos que 
if^U^ .•dF,.. 5F-
puesto, que 
dt '^ -dt.. 
Como además tenemos 
- ' ' - -
De esta menera para encontrs.r Intr-máadjB&s y mínimos de una. función 
f(x,y) debe seguirse las siguientes etapf.fei ' " - • 
'1) Résolver el sistema de scur'.ciohes simultáneas 
'd f . . _ . . f - -s;— = 0 "'"r—" O , . . . S X _ c> y . . 
2) Celculc-r el valor de-á . • ; . 
0' 
V 
j'-a que tenemos 
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hy- dy 
- = 1 b X S y 
se llega a que „ v „ - • 
En base de esta relaci6n podemos determiner la segunda derivada de 
F(t) llegejndo a 
y de la misma manera para la tercera de P(t) 
( t ) I I . ^ . ^ ^ . 
Introduciendo el símbolo 
tenemos que 
F' (t) ; F" (t) = V % ; F'" (t) - 9 F^ ; 
y por lo tanto el desarrollo de Taylor, para una función de dos variables,es 
y-. k)= f(x,y) + Vf(x,y) + J S í l j ^ ^ 
habiendo reemplazado t por el valor 1, " ' ' 
Gatnbipjido "x" por "h" e "y" por "k" se tiene también 
f (x+h, y+k) = f(x,y) + ^ 'f (x,y) + + e'^ ' f(x,y) 
siendo , 
\/ = X + y A d h " 5 k 
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Ifedmos y niínimos para funciones. de dos vari cables . , 
E.iemplo 1 
Encontrar el mínimo de le. función 
f(x,y) = X® + xy + y^'- ex - by 
Solución • 
, Etapa - 2x + y = O ^ ^  2y - b = 0 ' 
•• ' ' lo-que'nc3 : d á . • . 
Etapa C'lcuL y para lo cual se necesitenlf s segundas d e - v 
• rivadas ,;„..e.les 
^ •• •  ' • % '. W ' : p í . '•'•"í- • 2; = 2; • > ^  y, ' - 1 ' y" ' ' si X C! y 
.: ¿ - (2)(2) - (1)^ = 3 (positivo)' 
hay por lo tanto posibilidad de majdmo 6 mínimo • - • 
•• 2f ' • .. . •• 
3'" Etapa ya que «s positivo,la función pasa por un ;.-artimo 
xgual a ^ 
E.jemplo 2 
Encontrar el mfximo de la función -
... - • • • •  
I 
Solución . ,. . , 
Tohando logaritjnos teneti\os ' • 
' ' • • 25 =• l o g v f •=-"2iog (ex H- by -'+, c):- l o g + 1). . 
tx sx+by-+c xí+'y'^ + l' ,, • .'v,- . 
z ^  2b J 2x ^ Q 
, .., by + x'-' + 1 
con lo" cual ~ = f , que reemplazado en la ecurción nos da x = ~ ; S u C 
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Las segundas, deriv.^ das son 
" ~ (ax + by + c)'' x'' + y^ " + 1 (x" + y^ + I)'' 
B "'-g ^ 2.e.b 4xy 
^ J (sx + by + c)^ (x-^  + y-• + 
f _ 2b^ 2 ^ - - (ax + by + c)^ ~ p^+l^^Tl ' + + l)^ ' 
que para los valores x = ~ , y = ~ nos dan O c 
~ ' A X c y - 5 ' W T h ^ T T ^ 
con lo cual se deduce A > 0 y como es negativo, la función pasa, por 
un máximo, igual a (a^^ + b"' + c^) 
Maxiiaos y imEnj-iiios condicionados. Multiplicador de L&g;ranoe 
Sucede a veces que tenemos que determinar el míxiiao ó mínimo de una 
función de dos o má.s variables cucndo estas variables cuKiplen con ciertas con 
diciones restrictix'&s. 
En esto caso resulta más sencillo determinar les priineras derivadas de 
una función aui<iliai' formada con la función para la cual se calcula su valor 
máximo o mínimo, y las funciones de restricción de cada ima multiplicada por 
\in coeficiente o multiplicador de Lagrange. . 
Bstas derivadas con la condición qu.e deben ser nulas dan origen a un 
sistema de ecuaciones que permite exprese,r los valores de cada una de las va-
riables en función de los multiplicadores y por ueo de las relaciones de con-
dición, encontrar los valores de, estos multiplicadores, .Estos valores final 
mente conducen a los valores de x, y, .... que^  hacen máxima o ciíriíma la 
fxmción. 
Veamos un sencillo ejemplo. • 
Determinar las diraensiones del r->.ct8np.ulo de perímetro máximo que se 
puede inscribir dentro de un círculo. 
Sean (x) e (y) los lados de este rectángulo. Su períiaetro (que debe ser 
máximo) es fCx/y) = 2(x+y) 
- 66 -- • • % 
Gomo este rectán^ iilo debe quedir inscrito en un círculo de radio 
R los valores "x" e "y" deben satisfacer la condición (restricción) , 
' • : ' y^ , ^  •• •• • •  'V • , . • 
Conio existe s.oleiaente. una condición introducimos soliente un mul-
tiplicador X , con lo cual tenemos la función " Vi • • • 
• • • Ffey) - (^íefy) - - AH^) / 
Derivando parcialmente c:.-: •-especto las variables x e 2 tiene 
• ¿ X X = O 
* ' I '' 
= 2 - 2 Xy - O 
ftx 
aF 
lo cue perKíite expresar los valores e'"y" en...función del multiplicador 
de Lagrange , 
v-, •--y.™: V 
.',• • El "vslor del multiplicador se obtiene reemplazando, esto.s valores de' 
"x" e "y" en la ecuación de condición ' 
obteniéndose-.- ^ .. . , . / , ' ' 
de modo oue se concluye: 
1' 
"El cuadrado inscrito es él rectángulo de pérímetro m&xljaQ que se.• 
puede inscribir en' el círculo"-. '^ - . • • -' ' ' " 
Evidentemente que para este caso tan sencillo habría sido ml.s fácil,'.;,' 
(posiblmente) haber expresado "y" en función de "x" y'hábér'pal'culadb él 
máximo' para una/fun'cióri de "x" solpjneñte,.. • ."„-, . .. .,.•.:; 
E.jempio 1 . 
. Dividir el nijiriero 4 éri'2 partes tales • que la'suma d'el cubo - de una 
''p^ rte y de 3 veces el cUc.drado de la otra sea máximo. -
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Solución 
Sean (x) e (y) psjrtes,. La ecuaci6n de condición es 
X + y = 4 
1?. función que debe hacerse inlnima 
f (x,y) + x^ + 3y^ 
Debemos determiner Iv'S primeras derivpd-as parciales con respecto "x" 
e "y" de la función auxili?r 




con 'lo cual 
3 = 6y -
Que sustituido en ecu?ción de condición nos lleva ^  le. siguiente ecuación 
peo-e. el multiplica dor: 
y' 3 6 "" ^  
cuya, raíz que nos interesa es . X = 12 
teniéndose entonces 
X = 2 y = 2 
E.jemplo 2 
Demostrar,n\ie las dimensiones más económicos prra un recipiente rec-
tangular de volumen dado es aquel cuya be se os nuf drada y cuya ?J.tura es 
igual a la roite.d de lado baspj.. 
Solución 
Lc^  función por minimi es 
f = xy + 2xz + 2yz; 
sujeto a la condición 
V = xyz 
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Introduciendo el multiplicíidor \ de Lagrenge, 
F = xy + 2xs + 2yz + X (xyz - V) 
que nos d?. 
- M 
I z a x 
y + 2?, + K yz = O 
= X + 2z + ^xz + O > que nos lleva a x = y = 
=2x + 2y + Ax, O 2 
Jacobianos. 
Se designa asi deterjüinaivbfcr. cuyos elementos son derivadas parciales 
de pilmer orden. Cuando los elemerr';c:.; son derivadas parciales de segundo 
orden se Hainan Hessianos, ' 
Estos deteminantes. prestan-gran utilidad en los problemas de trans- • 
formación es decir en los casos - en que por conveniencia - conviene cambiar 
las variables "x" e "y" por otro juego de variables H, y v que guardan 
con los originales ciertas relaciones del tipo ... 
X = f (u,v) y = 
Antes de detenrdnar las reglas para la' trcnsformacián pf-eocupémonos 
del siguiente problema general: 
"3i x> Z> 2. funciones de la variable H. y i satisfacen 
cerc-:;, del punto (u^, v^) en el cual x = x^ ; y = y2_ > z = relaciones 
del tipo 
^(Xíyr2,u,v) = O ; G(x,y,z,u,v) = O ; H(x,y,z,u,v) = O . 
cómo se pueden crlcular las diferenciales totales: ^  y -dy?.. ; 
Tociando las diferenciales totales de estas funciones tenemos: 
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F ••F — dx + — dy + ry dz dz + au du + 
dx + dy + ds + dti + 
a '¿i > - J ÓU 
•iv 
^ V 
dv = 0 
dv - 0 
- M dx + dy d. du dv ^  0 ax -y «t'S 6v 
gue nos conduce a un sistema de 3 ecutciones con 3 incSgnitas: to, ^  y 
La solución de este sistema puede darse en forms, sencilla UBrndo los 
determinantes,-" 



















du c) y 
^ H 




S- F T' F d F 
X ú y ^ z 
G c!> G ^ G 
d X d y a 
^ H >> H " H 
fe X o y s 
<)(x,y,2) 
tenemos diferencial total dx, vale 
dx = - ^  du - ^  dv 
pudiéndose ver .entonces que esta diferencial está expresada por Guacientes 
de detenranantes en que 5,pc.receii derivadas parciales de primer orden, o sea 
por .medio de Jacoblanos. 
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Ya que la diferencial total también puede expresarse en la forma 
se deduce que 




íic pue d 
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. . X £ 
dr.ciones p?,rn l?.s dérivs-a-Gs p-rciales 
-If. 
A z 6v 
! 
S.iemplo 1 
Dadas las relaciones 
F = 2x + y - 3a - 2u = O 
G = r-x +2y + z. + u = 0. 
encontrar el valor de las derivadas parciales 
(4JC) ^iz) (AZ 




Usando la sistenatizaciín a'través de los Jácobianos tenemos 





C: ( - 2 1 
• di ¡F,G) - 1 2 
y»u) . /-V — /C 1 - - 5 . 
0 : I- 2 - 7 , 










Dada la transforaación 
X = f(u,v) y = g(u,v) 
con 
ne 
Jacobianos J = ' demostrar que pfra las funciones inversas se tiei 
au. 1 ay . = . 2 z 
dx" j ' dy J av ' i^x 
1 , Jjr ^  1 JjS 
Solacion^ trejisformecián es un caso particular de relaciones de condición. 
Tenemos llamando 
F - f (u,v) - X = O 
G = g(u,v) - y = O 
que 0 
(F,G) ?! X y 
u i) (x,v) d v 1 ÍLI- • 
r^x" a¡F,G) &x ~ J dv 5 ^u áu 
^ y cW 
l ü ¿y 
A J ^ 
d (y»y> 
a (F .c 
l J o V 
igualmente 
5 V "Tbu^ _ 
"d(v,u) 
1 ^ 
j au 3y 
(F,G 
k ÍJ . u 
a(v,u 
1 ¿ X J du 
Los Jacobianos se comporteji como las derivadas en ciertos casosj por 
ejemplo, se puede establecer las siguientes reglas: 
(XiZ) • iLÍIiíZl = 
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sierídó la primera la "refill de^la c.aáenát" y la segunda (c£so particvilar de'la 
primera) establece que el Jacobiano de la transformación inversa és el recí-
proco del Jacobiano á-j.la transformación. 
Las -transformaciones de mayor utilidad son: • • 
En el plano 
El pe.so de; coordenadas rectangulares a coordenadas polares, a través 
de las relaciones 
. X r eos © y = .r sen © 
Para este tipo de tf 6Eí#fo :-aaci6n el Jc cobiano es igual- a r ", pudién-
dose demostrar que 
dx' = eos © dr - r sen íí d-ti 
dy = sen 0 dr + r eos 9 dO 
dr = eos 9 dx + sen € dy 
= sHLe ^  ^ cos^ ¿y 
estas últimas relaciones se encuentran muy-fácilmente.usando los resultados 
del ejercicio 2. '• - -
En el espacio tridimensional . , 
El paso de coordenadas cilíndiácas a coordenadas esféricas, a través 
de las relaciones 
X = r eos e ; y = r sen © ; 2 = z 
X ~ P sen eos Q. ; y == J^ 'sen 0 sen Q ; z = p eos ^ 
El Jaccíjiano de esta transformíci6n' 'es igual a sen ^  , método 
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